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Resumo. Em ordem afacilitar ao professor umhabateria deexercicios que permitam ao aluno emprender a andlise dos
graficos das fungons sem apenas treinamento nas técnicas de derivagom, elabora-se um programa que proporciona
polindmios de 4° grau cujas derivadas se anulam para valores racionais a fim de que o aluno poda calculalos
investigando entre os divisores dos termosindependentes. Asquérticassom asfungons maissingelas entre as que podem
apresentar-se situagcons como aanulagom simultanea dasderivadas 12 e 23, a da derivada segundasem que haja inflexom
ou ainexisténcia deraizes reais de algumha das derivadas. Som, ademais, a causa da continuidade, idoneas para iniciar

ao alunonadeterminagom dos interval os de crecimento econvexidade.

1. Introdugom
Um polinémio de 4° grau com coeficientesinteiros ou racionais:
f(x) = Ax4 +Bx3+ Cx2+ Dx + E pode-se escrever:
f(x) = XA+ bx3+exl+dx + e easderivadas 12 e 22 seram:
f(x) = 4(x-m)(x-p)(x-a) 0)
f7(X) = 12(x-v)(x-w) ()]

derivando 0 2° membro de (1) e igualando-o ao de (I1) ressulta umha identidade de polinémios de 2° grau,
gue equival e a tantas equagons como resultem de igualar os seus coeficientes:

3(v+w) = 2(m+p+q) (1

3vw =pq +qm + mp (V)

Deonde v e w, som as solugons da equacom quadrética

xz-%ﬂn+p+mx+%mm+pq+wm=0 V)
cujo discriminante €

Dy=2/9 [(m-p)f* + (p—a) + (q—m)?] (Vi)
Obtemos as seguintes conclussons:

1°) Quando m, p e gsom reais e nom as tresiguais, v e w som reais e diferentes. Para obter valores racionais
devemos dar valoresracionais arbitrariosem (I11) e (1V) am, p ev, obtendo-se: [ponho k= (m+p) /2] :

g =g+ mbe p) Wz (mop)
2(v-k) 12(v - k) Vi)

gue som validas para 0s seguintes casos:;

Escolhem-se

m racional arbitréario

p racional, cumprindo nt p

vracional, cumprindom? p ,v1 k, vt k+(m-p)/6[senom, seria: g=w=p (ou g=w=m)]
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entom (V11) fornecem q e w. Os coeficientes do polinémio, som:;

A = 6(v-k) C = 36(v-k)vw
B = -12(v-k)(v+w) D =-24 mpq(v-k)

Os cinco valores seram diferentes, polo que a quarticatera:
Tres extremos de abcissasm, p, g
Duas inflexons obliquasde abcissas v, w

[CASO 3Escolhem-se osracionais m, p, v cumprindo vt k, mas incumplindo algumha das outras condigons
exigidas no caso anterior, por exemplo m=p. As mesmas formulas que no caso anterior proporcionam-nos 0s
valores de g e w e os coeficientes do polinémio.
A quarticatera

Um extremo de abcissa q

Umha inflexom recta de abcissaw (= m =p)

Umha inflexom obliqua de abcissav

29 Quando m = p = g necessariamente serAm = p = q = v = w. Asigna-se um valor raciona arbitr&rio am e
nom é necessario calcular outros pontos. Os coeficientes viram dados polas mesmas formulas que se
utilizardm no caso 4. (Parak = qez =0)

[CASO JEscolhe-se m racional arbitrario

A quérticateraum Unico extremo de abcissa m que podemosdizer que érecto por ser ali a curvatura nula. O
gréafico sera simétrico.

3% Quando m e p som complexos conxugados ;

entom q debe ser real. O discriminante Dy pode escrever-se: m, p - k nul BV V4

e .

tamém v e w seram complexos 3 conxugados:

Escolhem-se

g racional arbitrario

k racional cumprindok * q

z racional cumprindo a desigual dade expressada arriba.
Os coeficientes do polindbmio seram

| A=3 B = -4(2k+q) C = 6(IC+2kq+2) D =-12q(k*+2)

A quérticateraum Unico extremo curvo de abcissa g, mas o grafico nom serd simétrico pois havera um ponto
de abcissa (2k + g)/3 onde se anulard a derivadaterceira.

[CASO §Escolhem-se

g racional arbitrério (neste caso k nom se elege, poisk = q)

z racional positivo

Os coeficientes obtenhem-se com as mesmas férmulas que no caso 4.

A quarticatera unicamente um extremo curvo de abcissa g, e o gréfico sera simétrico.

4° Quedam por ver 0s casos para 0s que v e w som reais, sendo complexos m e p. Porém agora adoptaremos
m e p como incégnitas e v, w e g como dados, polo que partiremos da equagom (consequénciadelll elV) :

X+ (g-39)x + (q>-3Sg+3vw) =0 cujo discriminante é D, =3[ T2- (g-S)?]
Sendo S=(v+w)/2 T =Y-wY
Entom,seq<S-Touqg> S+ T, elegendov ew reais, seram m e p complexos conxugados.

[CASO gEscolhem-se
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v racional arbitrario

w racional cumprindow * v

g racional cumprindo algumha das condigons recém expresadas.
As férmulas dos coeficientes som:

A=1 B =-2(v+w) C = 6vw D=-4q°-3Bg°-2Cq |.

A quarticatera
Um extremo de abcissa q
Dous pontos de inflexom obliquosde abcissasv ew.

Escolhe-se

v racional arbitrério. Nom é necessério escolher w poisw = v.
g racional cumprindo gt v
Os coeficientes do polindmio viram dados polas mesmas férmul as que no caso anterior.
A quarticatera
Um Unico extremo de abcissa g, e nom sera simétrica pois havera um ponto recto de abcissav.

2. Programa

O programa, que pode editar-se e executar-se em calculadoras TI-82, TI-83, TI-85, TI-86 e TI-92, inicia-se
ofrecendo 7 opgons que correspondem a cada um dos sete casos que acabamos de analisar. A versiém que
aqui apresentamos poderia simplificar-se para as cal culadoras mais avanzadas, mas optou-se por manter um
formato compativel com a T1-82 que é amais polular de todas elas no ensino secundario.

Quando se executa, umhavez introduzidos os dados, um comando goto levarda a algumha das tres opcons A,
B ou C onde se calculam e exibem os restantes valores de interesse e os coeficientes do polinémio. Estes
serém inteiros se assim o0 som os valores introduzidos. O listado é o que constitue a Ultima pégina de este
travalho.

3. Referéncias
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:‘Menu("R.Y'MPQ/R.Y"VW" "5 :Disp "OU Q>",S+T
DISTINTAS",1,"5 Input "Q=",Q
IGUAIS",2,"QaV=M=PgW",3,"M :Goto C
P COM/V=W RE"4,"MP 'Lbl 6
COM/N@W RE",5,"MPVW Input "Q=",Q
COM/SIM",6,"MPVW :Disp "Z=(IMAG A)0,Z>0"
COM/ASIM"7) Input "Z=",Z

:QUK:Goto B
Lbl 1
Input "M=" M Lbl 7
:Disp "Pg"' .M Input "Q=",Q
Input "P=",P :Disp "K=REAL A, Kg",Q
:(M+P)/20K :(M-P)/60X Input "K=",K

:Disp "V@' KaFrac,K+XaFrac K-
X&Frac,M,P

Input "V="V
:Goto A

:Lbl 2

‘Input "Q=",Q
‘QUK:Z=0:Goto B
:Lbl 3

Input "M=",M
:MUP:-MUK

:Disp "Vg' M:Input "V="V
:Goto A

:Lbl 4

Input "V="V
VUW:VUS
:Disp"Qg" .V
Input "Q=",Q
:Goto C

:Lbl 5

Input "V="V
:Disp "Wg"'V
Input "W="W
(V+W)/20S
-abs (V-W)UT
:Digp "Q<",ST
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:Disp "Z=(IMAG A)o,Z>" ,(Q-
K)o/3&Frac:Input "Z=",Z
:Goto B

‘Lbl A
V+(V-M)(V-P)/(2(V-K))UQ
:K-(M-P)o/(12(V-K))iwW
:6(V-K)UA
:012(V-K)(V+W)uB
:36(V-K)VWIC
:(124MPQ(V-K)UD

:Disp
"Q=",QéFrac,"W=",Wa&Frac:Pause
:Disp "COEF
X4,X3,X0,X",A,B,C,D
:Stop

‘Lbl B
:30A:04(2K+Q)UB:6(K0+2QK +Z
)UC:U12Q(Ko+2)uD

:Disp "COEF
X4,X3,X0,X",A,B,C,D::Stop

Lbl C
:10A:04SUB:6VWUC: i4QM3-
3BQ0-2CQUD

:Disp "COEF
X4,X3,X0,X",A,B,C,D

:Stop



