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I ntroduccion:

En esta comunicacién se presenta a partir del desarrollo de una experiencia concretaen el aula, laposibilidad real
deftratar asignaturas de aprendizaje matemético como verdaderos talleres de investigacion. Discutimos las virtudes
de estaopciony €l tipo de problematica que conlleva.

La experiencia se inserta en una asignatura optativa de 6 créditos ofertada en segundo curso de algunas
especialidades de Maestro, con un grupo poco numeroso de alumnos matriculados. Uno de los objetivos
fundamental es de la asignatura es reconstruir el conocimiento mateméatico de los alumnos.

Mi objetivo principal es intentar que trabajen como investigadores que piensan individua mente, trabajan en
pequefios grupos y que comunican sus resultados con los de otros, es decir vivan el constructivismo social
(Ernest, 1998). Para ello han de acostumbrarse aorganizar lainformacion (tablas) y extraer conjeturas o resultados
firmes en forma de pautas, leyes, formulas, enunciados, ..., evitando €l uso de férmulas "aprendidas’, uno de los
problemas habituales de los alumnos (Aballe Villero, 1999). Por lo tanto incido més en € aprendizaje procedimental
que en el conceptual, que sin duda también queda afianzado en los puntos que se tocan.

Al comienzo de cada nuevo curso, se observa un conjunto de actitudes negativas: Dirigirse al profesor, mas que
al grupo; falta de método y orden; hablar sin escuchar; €l individualismo; desconfianza en la utilidad de la
totalidad de lasideas, propiasy ajenas; etc. Aungue no todos, muchos consiguen superar estas actitudesal final
del curso. Una amplia mayoria valora esta forma de trabajar las matemaéticas, con la resolucion de problemas
abiertos, no vivida con anterioridad. Pensamos que nuestros alumnos, futuros maestros, aprenden sobre todo
didactica de las mateméticas.

--- Desarrallo:

Laexperiencia de clase que presentamos se desarrollaen el tramo final del curso 1998-99, en cuatro sesiones de
unahoray media, aproximadamente, después de haber trabajado unavariedad de problemas, aunque ninguno de
indole geométrica. Unabuenareferencia para el topico tratado se encuentra en Lakatos (1978), ... pero lanuestra
es unaexperienciareal.

El trabajo lo subdividimos en tres grandes fases, organizadas segun los niveles de Van Hiele (NCTM, 1987):

A) Visuadlizacién y andlisis de poliedros (se entendera convexos, siempre). B) Deduccién de propiedades. C)
Poliedros regulares (andlisis y deduccion). Estas se subdividen en ocho interval os temporal es independientes
en total (Al, A2, ... y C3), para cada uno de los que recogi por escrito las "conclusiones’, excepto en las
discusiones de gran grupo de las que tomo anotaciones “en vivo”.

Abreviaturas: GR = grupos independientes (5 grupos, G.1 a G.5, de 3 6 4 alumnos). GG = gran grupo, los 16
alumnos.

Al) (GR) Imaginar poliedros con ayuda de la sola definicién. Identificarlos por medio de nombres, dibujos o
descripcion. Analizandolos en sus componentes, tipo y nUmero de caras, aristasy vértices.

Ahora juega mas la imaginacion, que luego con el material que favorecera la creatividad. Aparecen poliedros
variados; los méas comunes, en los cinco grupos, son el cubo y la pirdmide cuadrangular. Los siguientes méas
obtenidos son alglin paral €l epipedo méasy alguna pirdmide triangular.

A2) (GR) Misma actividad pero con la ayuda de las piezas de Polydrn (poligonos regulares de 3 a 6 lados, de
plastico y encajables; que combinados permiten obtener también caras con forma de rombo, recténgulo, trapecios,
etc.).

En esta fase es menos comun la descripcion por dibujos, y aparece mas la nominativa. Junto a nombres tipo
estandar, aparece nomenclaturaincompleta o idiosincrasica. Ejemplos;

antiprisma hexagonal = "bombonera" y "tambor" (v. dibujo);

bipiramide triangular = "romboedro triangular" y "romboides";

octaedro regular = "romboedro de cuadro”, bipiramide pentagonal = "decaedro” (sin mas).

El material ayuda a afianzar |os resultados y hace que aparezca mayor cantidad de poliedros con presencia
importante o exclusiva de triangul os (tetraedro, octaedro, bipiramide triangular, antiprismahexagonal) y otros més
complicados (dodecaedro) o que no entran en las clasificaciones habituales, dificiles de ser imaginados sin la
ayuda material. Pero desaparecen algunos de lafase anterior, mas creativos o dificiles (o imposibles) de construir
con el material: piramides cuadraday hexagonal y varios prismas.
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A3) (GG) Tabla comun con los datos obtenidos.

Entre todos, se completa unatablaen lapizarracon los datos obtenidos en las fases anteriores (para ser usada
por todos). Aparte de los tipos de caras o de vértices, siempre se presentan |os datos del ndmero de caras, de
aristas y de vértices (C, A y V, respectivamente, a partir de ahora). La siguiente tabla es un resumen; sélo

resentamos algunas de las figuras, como referencia:

Cl|A |V C |A |V C |A |V
Octaedro 8 [12] 6 Tetraedro 4 6 4 Cubo 6 12 | 8
Prisma 7 | 15| 10 | Prismatriangular | 5 9 6 Tambor 14 | 25 | 12
Pentagonal
Piramide 58 |5 Dodecaedro 12 | 30 | 20 | Decaedro 10|15 |7
Cuadrada

(*) Parael "tambor" colocamos A=25 tal como se escribi6 originamente (en realidad es 24).

B1) (GR) Investigar sobrela tabla comin. Algunas observaciones interesantes sobre latabla, buscando unaley
general.

Naturalmente, se pueden detectar algunos errores entre una mayoria de afirmaciones acertadas.

- Grupo G.1, observacionessimples: " Cuantas mas caras, mas aristas', "Tenemos mas poliedros de C par, que
impar".Y "A siempre es mayor que Cy que V".

- El G.2 se caracterizapor su voluntad "compositiva' con afirmaciones, como éstas; " Cinco tetraedros forman un
decaedro. Dos tetraedros forman uno que tiene seis caras. Dos piramides de base cuadrada al ser unidas por
sus bases forman un octaedro".

- El G.3: Unaférmulano general, V = 2/3 A, y unaobservacion simple: "Normal mente en un vértice convergen 3
aristas, aunque hay casos que no".

- El G4 esd de"laparidad". Por gemplo: "Casi siempreV espar (exceptoen|...]). SemprequeV sea par, C seré
igual o llevara una diferencia de 2 unidades mas o menos, exceptuando[...]". "Sempreque C espar, A+ V es
par". "C+A+V es siempre par excepto para el tambor" (habiaun error en latabla, que se descubririaluego; en
realidad no hay excepciones).

- B G5:"Cadaarista participa en dosvértices'. "Cada vértice[del poliedro] esta formado como minimo por tres
vértices [de la cara poligonal]". Formula: “ C/2 x ndmero lados de una cara = A”. Rdaciéon, “A > V3 C".

Finamente, "V = (A- C) + 2"; laférmulade Euler, uno de mis principal es objetivos "ocultos", no es mas que un
apéndice.

B2) (GG) Puesta en comun de las conjeturas delosalumnos.

- LaférmulaV = 2/3 de A, se cumple en muchos casos, pero con excepciones. Se conjeturaque esvdlidasi todas
las caras son iguales. Se muestra que no: el octaedro (con caras iguales) es excepcidn, mientras que el prisma
pentagonal lacumple.

- Unaregla para poliedros con solo triangulos [Ilamados deltaedros]: " S 1os vértices aumentan en 1, las aristas
lo hacen en 3y las caras en 2" (esta observacion se relaciona con la forma en que podemos construir los
deltaedros (Pérez Jiménez, 1992). Luego, Miguel (G.5) lo generaliza exponiendo su ley de Euler, que pasasin mayor
interés. El pone més énfasis en que"A = C/2 x nim. lados, si todos los poligonos son iguales; y, si hay varios
tipos de caras, se cuenta por partes'. Alguien advierte quelafigura"tambor"”, tiene A=25Yy el cdlculo da24. Al
contar todos mas cui dadosamente se detecta un error de conteo, por lo que laférmulaganavalidez.

-"S C=par, A+V=par". Laexcepcién del "tambor" dejade serlo trasla correccién, A=24.

- Alguna preguntasin respuesta: " ¢Como puede ser que V=C en algunos casos, si se necesitan 3 caras o mas
paraun vértice?".

C1) (INDIVIDUAL) Conjeturar cuantos poliedros regulares [convexos] existen. Después de ser definido por el

profesor: "Un poliedro esregular (P.R. a partir de ahora) si todas sus caras son poligonos regulares iguales, y

todos sus vértices son iguales (es decir confluyen igual cantidad de aristas o caras)".

Todos citan, como gjemplos, el cubo y €l tetraedro; algunos afiaden el dodecaedro y méas raramente el octaedro.
Algunos incluyen errores. piramide cuadrada, prisma pentagonal, decaedro, "uno de 12 hexagonos" y d més

repetido, labipiramide triangular.

L a conjetura més extendida proviene de una supuesta anal ogia con los poligonos regul ares; "por cada poligono
regular, debeexistir un P.R., a menos'. Y que, por lo tanto soninfinitos: "sdlo hay que juntarlos [los poligonos]”.
Laopinion individual més acertada (de Conchi), que desapareceraal unirse a su grupo: "Pueden existir muchos,

aunqgue limitados [...] existiran mas poligonos irregulares ya que es dificil que coincidan 2 6 mas lados
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iguales".

C2) (GR) Misma actividad pero ya en grupos.

L os grupos subsanan errores individual es de catal ogacion de poliedros como P.R.. Pero en ocasiones el grupo
no cita aciertos individuales como el octaedro (G.3) o el dodecaedro (G.1). El G.5 conjetura que, parael poliedro
menor que se construyacon un poligono regular (apartir del pentagono) se cumpliraque: “ C = (lados poligono
+ 1) x 2)". En e mismo sentido, & G.3 modificainicialmente una aportacion individual (poliedro de 12 hexagonos)
aventurando que tendra 14. No obstante en el Ultimo momento se desdicen y escriben que "no cierra el
hexagono", es decir, no se puede construir un P.R. con hexagonos.

Algunas conjeturas generales sobre la cantidad de P.R.:

-- G.1: Como todos, indican que por cada poligono regular habrd un P.R., 0 més (aportando € jemplo del tetraedro
y el icosaedro, ya construidos por ellos en este momento).

--G.2 "Existen tantos poliedros como poligonos, [ ...] infinitas combinaciones de nimeros que cumplen laregla
del P.R.". Este grupo, en su linea, (v. fase B1), afirma que uniendo dodecaedros debe obtenerse un poliedro
mayor, de caras pentagonales.

-- El G.3 citalos casos de la unién de dos cubos o dos tetraedros como gjemplos de que "la unién de dos P.R. no
conforma otro P.R." (v. comentario anterior del grupo G.2, que esta trabajando independientemente).

-- G.4: "Infinitos, ya que $ infinitos nimerosy esto sera aplicable al nUmerode C, Vy A.".

-- El G.5 es el que esta sentando mejor las bases. Establece que "el poliedro minimo esta formado por cuatro
caras' y que "con triangulos, los vértices van desde vértices con 3 aristas hasta vérticescon 5", resultando los
de"4,8y 20 caras".

L as principales discusiones concretas dentro de los grupos se centran en si se pueden construir mas P.R. con
triangulosy si es posible construir alguno con hexagonos. No se plantea alin la necesidad de conocer los angulos
interiores.

Finalmente varios grupos estan recubriendo lamesa con triangulos y hexagonos. La animaci6n esimportante. Los
alumnos pasan de forma natural alafase siguiente (comunicacion entre grupos) ya que el trabajo estd avanzado.
C3) (GG) Puesta en comiin. Conclusiones sobre poliedrosregulares.

Unaideadelaevolucion deladiscusion final ladalasiguiente seleccién de didlogosy actividades, presentadas
en su verdadero orden temporal, alos que afiadimos nuestros comentarios. Advertimos que, aestas aturas, todos
conocen yalaexistencia de estos P.R. (que son todos): tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y dodecaedro.

Se discute sobre si lalimitacion del material, imperfecto, eslo que hace parecer que un conjunto de hexagonos no
se "cerrard@" formando algun poliedro. Al colocar muchos encgjadosy elevarlosal aire, se muestraque tomaforma
no plana[el material cede]. La hip6tesis més extendida es que se podra con muchos hexagonos. Se alude ala
esferacomo limite.

- Chiqui: "Con 12 pentagonos si cierra, con 12 hexagonos no. Debe ser que los que tienen nimero de lados par
no pueden... aungue el cuadrado si".

- Cristébal: "No es por los lados, sino por los angulos'. Muestra con el retroproyector la sombra de tres
pentagonos convirgiendo y el hueco que dejan (de 36°). Pero no es argumento definitivo parael GG; € final no
esta cerca

Aparece el "baln de fatbol" (icosaedro truncado, 12 pentdgonos mas 20 hexagonos) y

se plantealadisyuntivade si "tiene los pentagonos para que pueda cerrar” o "para quecierre antes' .

La discusién se detiene para trabajar manipulativamente. El profesor es poco méas que un observador, con
pequefiasintervenciones; el ritmo lo marcan los alumnos. Al cabo de unos minutos se contindia con ladiscusion
en voz alta, gran grupo.

- Antonio: "jQuéraro que|[...] haya algin poligono con el que no se pueda!”.

Pasando del heptagono, se aborda el octogono, facil de dibujar (la sefial de "stop"). Va aceptandose que con €l
hexéagono no se puede, pero se piensa que con el octégono si. Se hace un dibujo al que serefieren:

"Este hueco es el que hace que se pudiera hacer en el espacio”. Se discute si se puede

cerrar con o sin ayuda de otros poligonos. Algunos se dedican a hacer dibujos en la pizarra.

Abel dibujay recorta algunos octégonos en papel, para poder manipularlos.

Luishadibujado en la pizarra un desarrollo en cruz del cubo, con los cuadrados recortados por |os vértices para
obtener 6 octdgonos unidos. Al lado lafiguraya cerrada (cubo truncado) con octégonosy triangulos.

Diego generaliza: " Con el octégono no se puede; los de lados pares necesitan de los de

lados impares, como éstey el balon de futbol .

Mingue retomalos éngulos: "Vemos que los angul os crecen; 4 lados, 90°; 5 lados, mas de 90°; 6 lados, 120°.
Como 120°x3=360°, y 360° es el limite, a partir del hexdgono no cierra”. El GG lo toma como una observacion
més.

Mientras tanto esta circulando un libro (Olmo Romero et al, 1989), que traia Jose, del que Antonio lee (p.125):
"...Angulo diedro divisor de 360°...". Estafrase fuera de contexto le hace pensar que con hexagonos si se podré.

301
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El profesor explicaladiferencia entre angulo diedro e interior, pero laduda persiste.

Con los octogonos de papel que hizo Abel: Sobre el plano todos ven que dos unidos dejan 90° de hueco.
Cristobal piensa que a ir formando angulo [diedro], el hueco podra abrirse para acoger a otro octégono. Los
demas leinsisten en que lo que ocurrird serajusto lo contrario, sin convencerlo del todo.

Se propone pensar en como estan construidos los CINCO que tenemos encontrados hace tiempo. Miguel hace
un esquema con | os vértices respectivos desarrollados en el plano: El tetraedro con 3 triangulos, €l octaedro con
4, etc.. Después de lo aprendido anteriormente, el GG concluye que con cuadrados, la Ginica posibilidad es unir
tres por vértice, pues con cuatro se tiene 90°x4=360°. Igual mente con el pentagono, retomando laidea de Cristébal
al principio.

Aungue amuchos les cuesta trabajo creerlo (hace poco pensaban que habiainfinitos), se acaba aceptando que
no se pueden construir mas delos cinco que yateniamos. El resultado se entiende que no eslo mésinteresante;
sino el haber vivido unavez més la experienciade crear mateméticas. El problemano queda "cerrado del todo".
Se podria haber profundizado en muchos aspectos, o haber asentado mejor algunas ideas. Esa sensacion queda
en losalumnosy es positiva.

--- Conclusiones:

Naturalmente tanto laférmulade Euler como laexistenciade solo 5 P.R. pueden ser explicadas aparentemente de
formaclara, f&cil y 16gica, en muy poco tiempo, especia mente aaumnos universitarios, por gjemplo utilizando un
libro de texto (Guillén Soler, 1991; pp.46-47). Lograriamos que esos resultados fuesen aceptados por los alumnos
como validos, pero "perderiamos mucho" con la eleccion.

Por otra parte, aveces se presenta el aprendizaje por descubrimiento como algo simple (Pérez Jiménez, 1992, pp.31-
32). Normalmente el desarrollo es mucho mas complejo en unaexperienciarea, y el profesor no puede prever las
"novedades"’ que muestra el proceso cada vez que lo aplica a un nuevo grupo de alumnos pensantes. Hemos
asistido a un proceso vivo con avances, retrocesosy vias muertas. Muchas veces, se dan pistas "decisivas"

(desde el punto de vistadel profesor), y que simplemente son menospreciadas o no aceptadas. Cuando lasideas
han salido de compafieros, y no del profesor, la posibilidad de discusién es mayor; no tienen marchamo de
autenticidad.

El material es una ayudaimportante, aunque en algunafase es interesante su ausencia.

Laactividad grupal suele mejorar |os resultados individual es aunque, aveces, abortaideas particulares.

Con esta actividad he evaluado el grado de autonomia y seguridad del alumnado en relacién a su trabgjo

investigador, que es superior. Las actitudes de trabajo son €l principal punto de mejoradel alumnado con este tipo
de metodologia. En el lado negativo, la gran cantidad de tiempo que se emplea.

El conocimiento conceptual sobre |0s topi cos matematicos que se tratan (sean el nlicleo o herramientas paraun
problema concreto), queda mejor asentado.

El aprendizaje més importante, por su utilidad como futuros maestros, es conocer (de forma vivida, no tedrica)
como se pueden construir las matematicas. Se convencen de lavariedad de caminos que se pueden encontrar al
tratar un problema, en busca de unaresolucion valida. Lamayoria delos alumnos descubren unaforma atractiva,
con sus limitaciones, de trabajar |as mateméticas desconocida para ellos.
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