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En el andlisis del discurso matematico manifiesto en un texto de algebra escolar, hemos

encontrado que el dominio de la variable es un concepto presente desde la aparicion de las

expresiones generalizadoras de operaciones, relaciones y propiedades de los nimeros reales,

que tan sblo se explicita en el estudio del dlgebra de las expresiones algebraicas. Este concepto,

junto con el deconjunto de referencia de una expresiéon y con el deconjunto solucién, juega un

papel protagénico en diferentes contextos del algebra escolar, que le permiten configurarse

como una variable didactica imprescindible en la significacién de muchos otros conceptos

algebraicos.
INTRODUCCION
Las ideas contenidas en este documento tienen como referencia el analisis del discurso matematico presente
en el texto guia® del curso de Aritmética y funciones’. Este andlisis considera categorias tales como: la
caracterizacion de ese discurso —definicional, heuristico, formal—, los tipos de ejemplos y ejercicios
propuestos —procedimental es, conceptual es, de comunicacion, de razonamiento matematico, de resolucion de
problemas—, la estructura conceptual de las unidades tematicas, y los aspectos que se enfatizan de los
contenidos.
Es precisamente en el andlisis de esta Ultima categoria donde reconocemos laimportancia de explicitar, a partir
de su definicion y uso, el dominio de la variable como elemento primordial en la comprension de conceptos
fundamental es del algebra escolar, tales como: variable, expresion algebraica, polinomio, ecuacion, funcioén, etc.
A continuacién, con el &nimo de justificar y argumentar tal importancia, estudiamos la apariciony el papel que
juega el dominio de la variable en diferentes contextos algebraicos (el adlgebra de los nimeros reales y el
algebra de las expresiones algebraicas). Centramos la atencion tanto en sus relaciones con los conceptos de
conjunto de referencia y conjunto solucién, como en su mdultiple funcion en la solucién de ecuaciones.
Finalmente, concluimos con una serie de inquietudes que se convierten en objeto de estudio en torno a la
problemética.
EL DOMINIO DE LAVARIABLE EN EL ALGEBRA ESCOLAR
En un curso de algebra del bachillerato o de los primeros niveles de educacién superior, generalmente, se
abordan temas en relacion con los niUmeros reales, las expresiones algebraicas y las funciones. En cada una de
estas teméticas se definen los elementos (nimeros real es, expresiones algebraicas, funciones), las operaciones
entre estos elementos (adicion, sustraccion, producto, cociente, potenciacion, radicacion, valor absoluto,
composicion), y se establecen relaciones (de equivalenciay de orden). Desde esta perspectiva consideramos
que lo realizado en estos cursos es algebra de 1os nimeros reales, algebra de las expresiones algebraicas y
algebrade las funciones.
El dominio dela variableen el algebra delosnimerosreales
En el dgebra de los nimeros reales se usan expresiones que son generalizaciones numéricas de operaciones,
relaciones y propiedades. Estas expresiones se configuran mediante literales, que junto con los signos de las
operaciones y los signos de agrupacion permiten enunciar y explicar en forma breve y precisa las definiciones
de operaciones o relaciones y sus propiedades.
Entre las tareas mas comunes que debe realizar el estudiante con estas expresiones estan aquellas en las
cuales es necesario evidenciar el valor o valores de laletra, o hallar el valor algebraico de una expresion; otras,
donde se debe transformar la expresién en una mas simple, o con determinada caracteristica. Corresponden a
este orden de tareas | 0s siguientes ejemplos, seleccionados de |os ejercicios propuestos en |os capitulos que
versan sobre nimeros reales, del texto guia:

1 Zill, Dennis G. y Dewar Jaqueline M. Algebra y trigonometria. McGraw-Hill. 1992
2 Cursos que se desarrollan en el Plan de Nivelacion Universitaria de la Universidad del Valle con estudiantes que han terminado
su bachillerato y no han logrado ingresar a la universidad. Cursos equivalentes a un curso de algebra elemental.
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1. ¢Paraquévaloresdea, a-5 es un nimero i X2
real? 6. ¢Para qué valores de x, la expresion —,
! X
2. ¢Paraquévalores dex, 1/; esreal? es negativa?
3. ¢S a pertenece a los nimeros reales, qué 7. ¢Para qué valores de x, es verdad que
valor tienea®+1? X£|X|?

igualdad en la desigualdad triangular, es
decir, cuando es verdad que |a+ b| = |a| + M ?

!-6 Zf 8. ¢E : dici le |
4. Simplificar: Xz)()}//5 ;MW ¢eEN  que  conaiciones se cumple a

5
5. ¢Paraquévaoresdea, —espositivo?
a

Inicialmente, asumamos como objeto de estudio la situacion planteada en el primer ejemplo: ¢Para qué valores de a,
a-5 es un numero real ?

Para que a-5 represente un nimero real debemos tener en cuentalos valores posibles de a; estos valores posibles
de a constituyen el conjunto de referencia de la expresién. Por la manera como estd formulada la pregunta,
podemos suponer que el conjunto de referencia son los reales, y por tanto, respondemos que para cualquier valor
real que tomea, a-5toma valor real. Sin embargo, también podemos suponer otro conjunto de referencia distinto
de los reales, por eemplo, los naturales o los complejos; en el primer caso, la respuesta es que a puede tomar
cualquier valor natural para que a-5 seareal; en el segundo, los valores de a que hacen que a-5 represente un
nimero real son los @=X+ Vi, donde Y=0. En general, si tomamos como conjunto de referencia un

subconjunto de los real es, todos sus elementos se constituyen en respuesta.
Haciendo un andlisis similar al anterior, paralapregunta del segundo ejemplo (¢Para qué valores dex, 1/; esreal?)

inferimos que los valores de x que hacen que VX sea real dependen también del conjunto de referencia que
tomemos. Si x es real , los valores son los reales no negativos, es decir, {Xl HX3 O}; si x es entero, los valores

son | os enteros no negativos, {Xi Z|X3 0}.Ademés, sixl C,+/x1 RU x=a+hi dondea30 Ub=0

Hasta este momento, es evidente que de acuerdo con los conjuntos de referencia que se asuman las preguntas
tienen distintas respuesta.
Notemos que pararesponder cada pregunta es necesario considerar dos conjuntos:
el conjunto de referencia, o conjunto de cuyos elementos se nutre la variable, aquel al cual pertenece la
variable, y,
el dominio de la variable subconjunto del conjunto de referencia, constituido por los elementos que
permiten que la expresion represente un elemento del mismo, es decir, que la expresién tenga sentido en el
conjunto donde ella se define.
Por tanto, la caracteristica de los conjuntos que sirven de respuesta a las preguntas planteadas es que cada uno
de ellos constituye el dominio de la variable de la expresién en cuestion.
Asi pues, en la pregunta del ejemplo 3 (¢Si a pertenece a los nimeros reales, qué valor tiene a?+17?), es explicito el
conjunto de referencia y se corresponde con el dominio de la variable de la expresién. Bajo estas condiciones
facilmente damos respuesta a la pregunta, yaque, si a3 O entonces a®> +1>0,ysi a<0 entonces a®> +1>0.

Asi, a® +1 si empre va a ser positiva para cualquier a que pertenece alos reales.

Ahora, en aras de ratificar laimportancia de precisar un conjunto de valores permisibles paralas variables en cada

!_ 6xy2f

expresion, asumamos como objeto de estudio |as situaciones planteadas en el ejemplo 4 (Simplificar TG ;
X'y

416x° x4/2x°y* ). Paraello observemos sus sol uciones tipicas:

- 6xy? - 6)°x3(y? 216 x°y° 2. 6
(X;‘;’j:( )X;(ys(y):- S;;SV =- 216x*2y® 5= - 216xy

16x X¥[2y* =160xcy* =416 X412 4/xE [yt =242 x|y
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Notemos que el proceso de simplificar se realiza con base en la aplicacion de las propiedades de los nimeros
reales, las cuales le dan validez a cada paso del proceso. Por ello, para cada expresion implicada en el proceso es
necesario preguntarse ¢para qué valores reales de los literales la expresion tiene sentido?, es decir, ¢para qué
valores de los literales la expresién representa un numero real ?

De esta manera, en la primera situacion, el proceso de simplificacion Ilevado a cabo en los tres primeros pasos es
valido sélo si x1 0y y 0. En la segunda situacion, el literal x no puede ser negativo, ya que no seriavalido el primer
paso de la simplificacion.

El dominio delavariableen el algebra de las expresiones algebraicas

En este punto es ya claro que en el algebra de los nimeros reales emerge la necesidad de la determinacién, en
primer lugar, de un conjunto de referenciay, en segundo lugar, del dominio de la variable. Pero solamente, es en
el algebra de las expresiones algebraicas cuando aparece por primeravez, en los textos, una definicion de dominio
delavariable de una expresion algebraica.

V eamos una muestra de lo afirmado, tomada del texto guia (el resaltado es nuestro):

“Ya hemos encontrado conveniente usar letras tales como x 0 y para representar nimeros; cada
simbolo se llama variable. Una expresién algebraica es el resultado de llevar a cabo un nimero finito
de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o raices en un grupo de variables y nimeros reales.
L os siguientes son ejemplos de expresiones al gebraicas:

X - 2% +/x - p, Dy x
X+Yy

A veces una expresion algebraica representa un nimero real solamente para ciertos valores de

una variable. Al considerar la expresion +/x , encontramos que debemos tener X3 0 para que +/X
represente un namero real. Cuando trabajamos con expresiones algebraicas, suponemos que las
variables son restringidas para que la expresion represente un nimero real . El conjunto de valores

permisibles paralavariable se llamael dominio de la variable. Asi, el dominio de la variable en /X
. , . 3 3 -
es el conjunto de todos |os nimeros reales no negativos X|X Of, y para el dominio es el
ix +1i

conjunto de todos los nimeros real es excepto X = - 1; es decir, {X|X1 - ]}

Si bien, en el dlgebrade las expresiones algebraicas, por una parte se asume como conjunto de referencia explicito

al conjunto de los nimeros reales, y por otra, se maneja una definicién del dominio de la variable, es preciso
hacer algunas consideraciones adicional es:

En la definicion de expresiones algebraicas, particularmente de los polinomios, se hace necesario diferenciar

los campos de variacion de las letras que intervienen en su conformacién. Los dominios de variacion de los

coeficientes @, , de lasvariables X,Y,Z y de los exponentes de éstas (representados por ), son diferentes,

y todos ellos intervienen en la decisién de cuando una expresion representa un real.

En las operaciones con las expresiones algebraicas y/o con los polinomios surgen, a través de las formulas
de factorizacion y los productos notables, interrogantes que tienen que ver con el uso de las variables escritas
en mayuUscula en estas formulas. Al respecto, se asumen dichas formulas como verdaderos modelos
algebraicos, donde | as variables, escritas en mayUscula, representan expresiones algebraicas.

El conjunto solucién en el algebra delos nimerosreales
Retomemos ahora las preguntas de los ejemplos 5, 6, 7 y 8. Destacamos que para dar respuesta a cada una de
estas preguntas, ademas de pensar en el conjunto de referencia —el cual asumimos como los nimeros reales— y

en el dominio de la variable de cada expresion, hay que determinar un subconjunto del dominio de la variable que
2

. . 5 . X .
permita, respectivamente, que: — tome valores reales positivos; — tome valores reales negativos; X sea menor
a X

oigual a |xl Y, |a+b| tome los mismos valores de |a| +|b|. En otras palabras, hay que encontrar un conjunto

cuyos elementos satisfagan larelacion (de equivalencia o de orden), es decir, el conjunto solucién de larelacion.
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Podria pensarse que para dar respuesta a la pregunta 8, 1o que se ha hecho es encontrar las soluciones de la
ecuacion |a+b| = |a| +|l:1 , es decir, los elementos a y b de R para los cuales |las dos expresiones representan el

mismo valor. En forma anédloga, podria pensarse que en las preguntas 5, 6 y 7 se han solucionado respectivamente
. . 5 x?

las inecuaciones —>0, — <0y x£|x|. No obstante, debemos aclarar que estas preguntas aparecen en el
a X

contexto del algebra de los nimeros reales, y no en el adgebra de las expresiones algebrai cas —que habitualmente
aparece con posterioridad como objeto de estudio—; lo anterior nos permite afirmar que desde el algebra de los
nameros real es se estan considerando implicitamente tanto |os conceptos de conjunto de referencia y dominio de
la variable, como el concepto de conjunto solucion.

Queremos enfatizar que, en el algebra escolar, la aparicion explicita del concepto conjunto solucion, sélo se hace
cuando se aborda el estudio de las ecuaciones, es decir cuando se define una relacién de equivalencia entre dos
expresiones algebraicas particulares. Los primeros parrafos de la seccion 2.1 Ecuaciones, identidades y
ecuaciones lineales ejemplifican la anterior afirmacion:

“Una ecuacién es una afirmaciéon de que dos expresiones son iguales, mientras que una inecuacion
plantea que una expresion es menor que otra. Una amplia gama de problemas de la vida real puede
expresarse como ecuacion, o como inecuacion. Comenzamos esta seccion con cierta terminologia que
describe las ecuaciones y sus soluciones.

Cuando dos expresiones se igual an, se obtiene unaecuacion. Por jemplo,

JIx+1=2 , x*- 1=(x+1(x-1) ,y |x+]|:5
son ecuaciones con lavariable x.

Una solucién, o raiz, de una ecuacion es cualquier nimero que, sustituido en la ecuacion, la
convierte en una proposicioén verdadera. Se dice que un nimero satisface la ecuacion si es una solucion
de la ecuacién. Resolver una ecuacion significa encontrar sus soluciones.”

“Una ecuacion se llama identidad si todos los nimeros del dominio de la variable la satisfacen. Si hay
por 1o menos un nimero en el dominio de |a variable que no satisfaga la ecuacién, entonces se dice que
es una ecuacion condicional .”

El dominio delavariableen la solucion de ecuaciones
Ahora bien, al estudiar la anterior introduccion de las ecuaciones lineales, y prosiguiendo con nuestras
indagaciones en torno al dominio de la variable, aparecen nuevos interrogantes:

En la perspectiva de diferenciar una ecuacién condicional de una identidad, nos preguntamos ¢cual es el
dominio de lavariable de una ecuaci6n?

Conrelacion al proceso de busqueda de las soluciones, donde se transforma una ecuacion dada en una que
tiene el mismo conjunto solucion de lainicial, emergen preguntas como ¢cuél es larelacién entre dominio de la
variabley la solucion de una ecuacién?, ;como interviene el dominio de lavariable en el proceso de solucién de
una ecuacion?, o, ¢cuando dos ecuaciones son equival entes?

Estos cuestionamientos regularmente no encuentran respuesta directa en los textos escolares; no obstante, el
andlisis de losimplicitos de ese discurso matematico nos permite plantear algunas respuestas. Para ello, trataremos
algunas situaciones particulares extraidas del texto guia.

a. El dominio de la variablede una ecuacion

Consideremos la siguiente ecuacion de variable real X- 5=+/X+7 y a través de ésta transitemos hacia la

respuesta ala pregunta general ¢cual es el dominio de la variable en una ecuacion?

Inicialmente, optemos por aplicar la definicion de dominio de la variable de una expresién algebraica al caso de una
ecuacion; esto es, el dominio de la variable de una ecuacién es el conjunto de valores permisibles para que la
ecuacion tenga sentido.

Ahora supongamos que 2 es un elemento del dominio de la variable de la ecuacion X- 5=+/X+7; asi al evaluar
las expresiones implicadas obtenemos:2- 5=+/2+7 , luego - 3:1/5, y asi -3=3. ¢Indica este absurdo que

cuando X =2, la ecuacién no tiene sentido y que por tanto, 2 no pertenece al dominio de la variable de la
ecuacion?
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Recordemos que una expresién algebraicatiene sentido si representa un elemento del conjunto de referencia, pero
en la ecuacion tenemos dos expresiones. Encontremos el dominio de la variable de cada una de ellas. Los valores
permisibles paraque X - 5 represente un nimero real conforman el conjunto R, mientras que |os reales mayores o
iguales que -7 configuran el dominio delavariable de v X +7 . Nos preguntamos entonces: ¢cuél es el dominio de
variable en la ecuacioén, {XI R} 6 {XT R| X3 - 7} ? Para tomar tal decision es menester tener en cuenta que las

expresiones de la ecuacion intervienen a la par, por lo tanto, el dominio de la variable de la ecuacidon son los
valores permisibles para que cada una de las expresiones comparadas mediante |la relacion de equivalencia
representen simultdneamente elementos del conjunto de referencia (R). Tenemos entonces:
{xi R} C{XT R|X s - 7}: {XT R|x 3 - 7}como dominio de lavariable de la ecuacién en mencién y entonces 2 es un

elemento del dominio de lavariable de la ecuacién.
Concluimos respecto de esta indagacion que el dominio de la variable de una ecuacién es el conjunto
interseccion de los dominios de |as dos expresiones que intervienen en la comparacioén.

b. El papel del dominio de la variableen el proceso de solucion de una ecuacién

Abordemos ahora la pregunta ¢es la ecuacion X- 5=+/X+7 una identidad o una ecuacién condicional? Para
responderla aparece la necesidad de encontrar el conjunto solucién (S) de la ecuacién y compararlo con el
dominio de la variable (Dy), ya que, la ecuacion es identidad si todos los nimeros del dominio de la variable la
satisfacen (S=D,), pero si hay por lo menos un nimero en el dominio de lavariable que no satisfaga la ecuacion, es
una ecuacion condicional (St Dy).

Veamos que este Ultimo caso es el de nuestro ejemplo. Para ello, solucionemos la ecuacion X- 5=Jx+7
(donde X 3 - 7). Elevando a cuadrado ambas expresiones tenemos X’ - 10x+ 25= x+7 (dondeX| R), de

donde x* - 11x+18 = 0. Factorizando se sigue que (x- 9)(x- 2) =0 (dondeXT R). Se concluye asi que 9y 2

son soluciones de la Gltima ecuacién. Si sustituimos x por 9 en la ecuacion original encontramos 9- 5=49+7,
entonces, 9 es una solucion de dicha ecuacién. Pero si sustituimos x por 2 en la ecuacién original encontramos

2- 51 4J2+7,luego 2 no essolucion de X- 5=x+7.
La primera observacion que salta a la vista es que el conjunto solucion y el dominio de la variable de la ecuacion

no coinciden, son conjuntos diferentes {Xi HX =9}1 {XT HX3 - 7}, y en consecuencia X- 5= JX+7 esuna

ecuacion condicional. Sin embargo, el conjunto solucion de la ecuacién es subconjunto del dominio de lavariable
de la ecuacion. En nuestro caso {XT Hx= 9}] {XT HX3 - 7}.

Una segunda observacion es que en el proceso de solucion emergen ecuaciones que no tienen el mismo dominio
que el de la ecuacién original. Esto se da porque los dos lados de la ecuacion se han multiplicado por una
expresion que contiene una variable, y en consecuencia, la ecuacion resultante puede no tener las mismas
soluciones de la ecuacién original. Esta asercion se encuentra ejemplificada en la solucién de la ecuacion que nos
ocupa y en el hecho que 2 y 9 son elementos del dominio de la variable de la ecuacién original, pero 2 no es
solucion de la misma. Se afirma entonces que 2 es una solucidn externa de la ecuacién original, ya que se ha
ganado en el proceso de transformacion de ésta.

Con respecto a las soluciones externas, es necesario sefialar que, aunque también emergen en el proceso de
transformacion al multiplicar por una expresién que contiene una variable, algunas no siempre pertenecen al

1 X
dominio de la variable de la ecuacioén original. Por ejemplo, si consideramos la ecuacién 2 - 1 = w1 (donde
X X

X1 - 1)y su proceso de solucién® observamos que la solucién externa -1 ni es solucion de la ecuacion original, ni
tampoco pertenece al dominio de ésta.

1 X
# Multiplicando los dos lados de la ecuacién 2 - +1: Tl (donde X! -1), por X+ 1lse produce la ecuacion lineal
X X

2X+2- 1= X,y apartir de ésta se obtiene laecuacion X =- 1, cuya solucién evidentemente es el real -1.
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Una tercera y Ultima observacion, que depende de la segunda, es que las ecuaciones X- 5=4/x+7 y

x% - 11x +18 = 0 no son equivalentes, pues, tienen diferentes dominiosy distintas soluciones.

INQUIETUDESY COMENTARIOS

En el proceso de andlisis del discurso matematico, que ha evidenciado el dominio de |a variable como variable
didactica, hemos podido identificar aspectos que también son objeto de reflexién ya que muestran rasgos que los
revelan como potenciales variables didéacticas. Estos son:

En el dgebra de los nimeros reales se usan indiscriminadamente las primeras o Ultimas letras del alfabeto
en las expresiones que generalizan operaciones, relaciones o propiedades de estos; como éstas representan
especificamente nimeros reales, no es necesario establecer distincion alguna. Sin embargo, en el dlgebra de las
expresiones algebraicas y de las funciones, se hace necesario establecer esta diferencia explicitamente; alli, las
primeras letras del alfabeto representan pardmetros y constantes, y las Ultimas, variables. EI no advertir la
aparicion de estos cambios semanticos, se perfila como una posible causa del manejo y comprension del
lenguaje algebraico en su aspecto eminentemente sintéactico.

Los simbolos algebraicos son un recurso que permite, entre otras habilidades, denotar y manipular
abstracciones; el reconocimiento de su naturaleza y su significado en el contexto de |la mateméatica escolar se
hace necesario para comprender como operar con ellosy como interpretar |os resultados.

En el agebra de las funciones, donde es ineludible el concepto de dominio de la funcion, se manifiestan
algunos interrogantes importantes ligados al concepto de dominio de la variable; por ejemplo, ¢cudl es la
relacion entre dominio de la variable y dominio de la funcion?, ¢qué papel juega el dominio de cada funcién en
la determinacion del resultado de operar funciones?, ¢cuél es la relacion entre dominio de una funcién y el
rango de su respectiva funcién inversa?

BIBLIOGRAFIA

KIERAN,C. y FILLOY YAGUE,E. El aprendizaje del agebra escolar desde una perspectiva psicoldgica. Ensefianza de
las ciencias.1989. Val. 7(3). 229-240.

ROJANO, Teresa. El algebraen € curriculum de la secundaria. Lareformade los 90's. Educacion matemética.vol.3, No 3.
Dbre.1991.4-8.

ENFEDA QUE,Jeslis. De los nimeros alas letras. Suma 5. 1990. 23-31.

GRUPO AZARQUIEL. El smbolismo algebraico o por qué los profesores nos empefiamos en complicar tanto lavida de
nuestros alumnos?. 1991.

GALLARDO,Auroray ROJANO, Teresa. Areas de dificultad en la adquisicion del lenguaje aritmético - algebraico.
Recherches en didactique des mathématiques. vol. 9. No. 2. 1988. 155-188.

ACEVEDO CAICEDO, Myriam. Como incorporar enriquecedoramente | as estructuras algebraicas. Universidad nacional
de colombia

COLOMBIA. MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Propuesta de programa curricular para mateméticas. Marco
general. Octavo grado de educacion basica. Bogota. 1990.

ROMERO CRUZ, Jaime Humberto. La variable como problema puntual. Blsqueda de causas en octavo grado. Proyecto
deinvestigacion. Bogota. 1993.

GOMEZ, Pedro y MESA, Vilma Maria. ¢Qué significa "saber" algebra?. Una empresa docente. Universidad de los
andes. Bogota.

LABORDE, Colette. Language and mathematics. Mathematics and cognition. 1990. 53-69.

FREESHER FELDMAN, Carol. El pensamiento a partir del lenguaje, la representacion linglistica de las
representaciones cognitivas.

TIMSS.TERCER ESTUDIO INTERNACIONAL DE MATEMATICASY CIENCIAS DE LA IEA. Manua de andlisis de
curriculum. 1993,

BROUSSEAU, Guy. Fundements et méthodes de la didactique des mathématiques. Recheches en didactique des
mathématiques. Vol. 7. No 2. 1986. 33-115.

EL BOUAZZAQUI, H. (1988) L'etude des conceptions de la notion de continuitae dans function chez les eleves et les
proffeseurs de la fin du secondaire au maroc (Tesis doctoral). Québec: Universidad Laval.

NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS (NCTM). (1991). Estandares Curricularesy de
Evaluacion para la Educacién Matematica. Edicion en Castellano: Sociedad Andaluza de Educacion Matemética
"Thales'. ZILL, D. & Dewar, J. (1995). Algebray Trigonometria. Editorial Mcgraw Hill.




