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Resumen

En este trabajo estudiaremos la monotonia, acotacion y limites de algunas sucesiones recurrentes desde un
enfoque geométrico. Para ello, usamos |a técnica de la biseccién para construir poligonos regulares de 2N
lados a partir de poligonos regulares de N lados. En particular, estudiamos la conocida sucesion:

2 ++[2+ J2+... generalizando |os resultados.

Es bien sabido que la demostracion de resultados algebraico-analiticos por métodos geométricos, es en
general, excepcional. Este tipo de pruebas aprovechan las propiedades geométricas que estan implicitas en los
enunciados que se desean demostrar. Asi por ejemplo, la parte de la Teoria de NUmeros que se dedica a
estudio de los NUmeros Figurativos, mas concretamente a los NUmeros Poligonales, aprovecha las
disposiciones geométricas en forma de poligonos para establecer identidades algebraicas. De esta forma la
conocidaigual dad:

1+3+5+7+..4(2n- 1)=n?

se deduce a partir de lafigurapoligonal:

|

Figural.- Sumageométricadelos"n" primerosimpares.

Al igual que en €l articulo [1] donde a partir de un razonamiento geométrico sobre poligonos regulares,
demostramos | os conocidos infinitésimos equival entes:

. senx . tgx
lim——=1=lim——
x®0 X x®0 X

en el presente trabajo, aprovechamos el significado geométrico de la biseccién (usado para construir un

poligono regular de 2N lados a partir de un poligono regular de N lados) para calcular limites de ciertas
sucesiones recurrentes, por unavia diferente ala habitual. En particular abordaremos la sucesion:

2++[2+ 2+ 6

lacual puede definirse recurrentemente como:
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xl:«/i, Xpip =2+ X, N3 1 )

En [ 2] puede encontrarse €l célculo de su limite. Brevemente, para ello se demuestra que dicha sucesion es

convergente, probando previamente que es monétona creciente y acotada superiormente; finalmente llamando

L= |ImXn , tomando limites en laférmularecurrente (2) y teniendo en cuentaque L = limx, = limx_,, se
n® ¥ n® ¥ n® ¥

., . 2 . .
llega ala ecuacion algebraica: L = 2+ L cuyas soluciones son L=-1y L = 2. Obviamente como se
trata de una sucesion de términos positivos, L=2 esel limite buscado.

Nuestro objetivo es calcular el Iimite de la sucesién (2) usando la interpretacion geométrica del método de
biseccidn. Para ello, necesitamos establecer previamente la relacién entre la longitud del lado del poligono
regular de N ladosy lalongitud del lado del poligono regular de 2N lados construido a partir del anterior por
biseccion de sus lados. Para simplificar trabajaremos con la circunferencia goniométrica, esto es, de radio
unidad.

Es sencillo probar

Figura 2.-Consruccion de un poligono por el método de biseccion.

ya que, aplicando €l teorema de Pitdgoras a los triangulos CDB y ODB de la figura 2, obtenemos
respectivamente:

L, =] L2+CD OD =,|1 ian
2n T 4 n ’ - 4
ycomoﬁ =1- OD setiene
.2
%® ’ 1 0
L, =.|-L2+cl-J1- =L 7=
g 4 " g
L,, =+2- 4- an ns 3 €)

Asi, supongamos que sobre la circunferencia goniométrica construimos - de un modo exacto- el cuadrado,
gue tendra de lado L4:«/§, y a partir de é, construimos por bhiseccion los poligonos de

8, 16, 32, ...,2",... lados. Haciendo uso de lainterpretacién geométrica podemos asegurar que:
IimL_, =0
ney 2
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pero por otrapartecomo L, = «/5 , usando (3), lasucesion:

\/2‘ J“'WZ-—*/E)Z —y2- 242

tiene como limite:

I(i@ry\/z- \/2+ 2+42+.. =0.

De donde resulta inmediatamente:

lim2+2+ 2., =2

n® ¥

Ademas, obsérvese que mediante este razonamiento no sélo calculamos el limite directamente, sin probar
previamente su existencia, sino que por la construccion geométrica se deduce claramente que la sucesion

{yal o

Yy, =+/2- x, " n3 0 donde x, :’\/2+Xn-1 "n3 1 siendo x, =+/2

es estrictamente decreciente (por representar la longitud del lado del poligono regular construido por
biseccion) y ademas esta sucesion {yn} o esta acotada inferiormente por cero (ya que, la longitud es una

cantidad positiva); esto nos permite asegurar que la sucesion { Xn} 0 &S monétona creciente y esta acotada

superiormente por 2, como pretendiamos probar.

Repitiendo el razonamiento partiendo ahora del triangulo equilétero inscrito en la circunferencia goniométrica,
y teniendo en cuentaque L, = J§ la sucesion de las longitudes de los lados de los poligonos regulares
construidos por biseccién apartir del triangulo viene dada por:

Al igual que en el caso anterior, y apoyandonos en lainterpretaci 6n geométrica podemos asegurar que;

[imL._,=0

ey 32"

Asi pues, razonando como antes a partir de la sucesion { tn} o definida por:
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t =/2-z, "n30donde z,=.2+z7_, "n3 1 siendo z, =+/3
setiene { zn} S creciente y acotada superiormente por 2 y ademas:

limz, =2
n® ¥

que coincide con el anterior a pesar de que variamoslacondicién inicial.

Y en general, partiendo del poligono regular de k lados que nos proporciona la condicién inicial

o =L, = ZSean,setiene:

lima, =2
n® ¥

=J2+a,, "n31 aO:ZSen% k33

y de nuevo vemos, geométricamente, que el limite no depende delacondicién inicial.

siendo:

Para terminar aprovecharemos este enfoque geométrico para calcular excelentes aproximaciones al niimero P.
En efecto, si L( ) denota el perimetro del poligono regular de 2N lados, como la sucesion de longitudes se

aproximamasy més alalongitud de la circunferencia goniométrica, que es 2P , en la cual estan inscritos, se

tiene, usando que lalongitud L del lado de un poligono regular denladoses L —Zsenp "n3 3

2p =Il1g@rg P2n g@ry n\/z-,}4 825en—- =Lng2n1/2 Zcos—
—I|m2«/_n1/1 cos——I|m4nsen—
n 2n

esto es:

asi, para N = 1000 obtenemos la siguiente aproximacion de P: D = 31415914 que proporciona cinco
cifras decimales exactas.
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