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1.- Introduccion

La modelizacién de las preferencias constituye una etapa muy importante en el tratamiento de un problema
de decision.

Las preferencias se representan generalmente por una funcion, tanto en el caso deterministico como en €l
probabilistico, pero tal modelo representa serios inconvenientes. Nuestro objetivo consiste en presentar |os
conceptos y modelos que frecuentemente aparecen, los cuales constituyen la base de la mayoria de las
aplicaciones al mundo real.

2.- Definiciones basicas

2.1- Relaciones Binarias

Sea A un conjunto. Unarelacion binaria S sobre A es un subconjunto del producto cartesiano AXA.
Paracadapar (ab) T AxA, sediceque

ab U (abl s

aShbU (ab) i S

Larelacién binaria S definida sobre A puede satisfacer una o mas de las propiedades siguientes:
Reflexiva(R):SiaSa , " al A

Irreflexiva(l): Sia~Sa, " al A

Simétrica(S):SiaSbb bSa," a bl A

Antisimétrica(A):SiaSbb b~Sa," a bl A/alb(esdecirsiaSbybSab a=b)
Asimetria(As):SiaSbb b~Sa," a bl A

Transitiva(T):SiaSbybSc b aSc," ab,cl A

Completitud (C):" a, bl A/alb b aSb 6bSa

Completitud fuerte (Cf):" a, bl AP aSb 6bSa

Una relacion binaria puede satisfacer varias de estas propiedades simultdneamente, y toma su nombre si la
verifica, es decir se dice que una relacion es reflexiva si verifica la propiedad reflexiva, o se dice que una
relacion es fuertemente completa si verifica la propiedad de la completitud fuerte. Ademas, se verifican
algunas implicaciones entre ellas, por gjemplo la Asimetria implica la Irreflexividad y la Antisimetria, y la
Completitud Fuerte es Reflexivay Completa. La tabla siguiente muestra los nombres de tipos de relaciones
mas usual es que utilizala Teoriade la Decision.

[Tipo\Propiedad| R S T As A C Cf
Equivaencia S S S

Cuasi-Orden (Preorden | S S

parcial)

Orden débil (preorden S S
completo)

Orden total (completo) S S S
Orden total estricto S S S

Orden parcial S S S

Orden parcial estricto S S

2.2.- Relaciones de Equivalenciay de Orden

La equivalencia permite establecer nuevas consideraciones importantes, como el concepto de “clase de
equivalencia’. El conjunto finito o infinito de elementos de un conjunto A equivalentes al elemento a, tal que
al A, determinalaclase de equivalencia de a, y puede designarse por lanotacion S(a). También se dice que
a es un representante de la clase de equivalencia. Se puede probar facilmente que dos elementos cualesquiera
de una clase de equivalencia son equivalentes entre si, y que dos clases de equivalencia con un elemento
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comun son dos conjuntos idénticos. Estas propiedades llevan a probar el siguiente teorema fundamental:
“Unarelacién de equivalencia definida sobre un conjunto A determina una particion del conjunto A en clases
de equivalencia’. Finalmente, el conjunto de las clases de equivalencia determinado en un conjunto A por
unarelacion de equivalencia S, se denomina conjunto cociente de A por S, y se designa con lanotacion A/S.
Dentro de las relaciones de orden, merece la pena resaltar la importancia de que dos elementos estén
relacionados o no para poder compararlos (orden total) o decir que son incomparables (orden parcial).

2.3.- Estructuras de preferencia

Se definen asi a las estructuras que surgen en un conjunto A, donde hay definidas dos o mas relaciones
binarias. Sean S1, S2 y S3 tres relaciones binarias en el conjunto A . Se definen las relaciones SIUS2 y S3*
como dos nuevas relaciones binarias en el conjunto A, de laforma:

a(S1US2)b U aSlbobienaS2b," a bl A

asS3*bU bS3a," a, bl A

Preorden (S1,S2) Con S1 Transitivay Antisimétrica, S2 es unarelacion de equivalenciaen A, y ademas”
a, bl A b aSlb 6 bien bSladbienaS2b

Preorden parcial (S1, S2) esun Preordeny existe al menosun par (a,b) T AxA talesquea~Slby b~Sl a;
ya~S2by b~S2a

Semiorden (S1, S2) Con S2 reflexivay simétricay ademas se verificaque

)" a bl A/aSlbobienbSladbien aS2b (fuertemente completa)

ii) Si aSlb, bS2cy cS1d entoncesaSld, " a, b, c,di A (Semitransitiva)

iii) Si aS1b, bSlcy aS2d entoncesdSlc, " a, b, c,dl A (Propiedad de Ferrers)

Orden de Intervalos(S1, S2) Con S2 reflexivay simétricay ademas se verifica que

)" a bl A/aSlb6bienbSlaé bien aS2b (fuertemente completa)

ii) Si aS1b, bSlcy aS2d entoncesdSilc, " a b, c,dl A (Propiedad de Ferrers)

Pseudo-Orden (S1, S2, S3) Con S2 reflexivay simétrica, S3=S1US2, .y ademas se verifica que

)" a bl A/aSlb6bienbSlaé bienaS3b 6 bien bS3a6 bien aS2b

ii) (S3, S2) es un semiorden

iii) (S1, S3US3*) es un semiorden

iv)" a b, c,dl A,secumpleque:

Si aSlb, bS2cy ¢S3d entonces aSld (es decir S1S2S31 S1)

Si aS3b, bS2c y ¢S1d entonces aSld (es decir S3S2S11 S1)

Si aS1b, bS3c y ¢S2d entonces aS1d (es decir S1S3S21 S1)

Si aS2b, bS3c y ¢S1d entonces aS1d (es decir S2S3S11 S1)

3.- Conceptos basicos utilizados en la modelizacién de las preferencias

Analizaremos cémo se utilizan las relaciones binarias para definir algunos conceptos bésicos de la
modelizacion de las preferencias del decisor.

3.1 Lafuncion devalor o funcion criterio

El modelo més frecuentemente utilizado es el delafuncion devalor g: A® R

Que asigna a cada elemento del conjunto A un ndmero real, de forma que permita comparar las alternativas
del conjunto A. Es decir, a partir de lafuncion g se establecen las relaciones binarias P (Preferencia estricta)
el (Indiferencia) delaformasiguiente:

aPb U g(a) > g(b), paracualesquieraa bl A (“ esestrictamente preferidaa“)

alb U g(a) = g(b), paracualesquieraa, bl A (“ esindiferentea*)

Este modelo es el que se aplica fundamentalmente en la mayoria de los problemas de optimizacion en
Investigacion Operativa. Los usuarios de este modelo no siempre son conscientes de las propiedades que
[leva implicitas en las relaciones de preferencia, ya que la pareja de relaciones (P,I) constituye un preorden
completo.

3.2 La Transitividad de la Indiferencia

Veamos €l clasico gemplo de la taza de café, para ver la importancia de que algunas relaciones de
indiferencia sean intransitivas. Es obvio que un individuo siempre va a saber decidir entre dos tazas de café
cua de ellas tiene un Unico terron de azlcar y cual de ellas tiene cuatro. Sin embargo, supongamos €l
experimento consistente en preparar 401 tazas de café con (1 + 0,0i)p gramos de azlcar la taza i-ésima,
donde i=0,1,2,...400, y p es el peso en gramos de un terron de azlcar. Es evidente que un individuo
cualquiera sera indiferente entre latazai y latazai+1, paratodo i, pero no sera indiferente entre la primera
tazay la Gltima. Entre los psicologos, es muy utilizado €l término “preferencia’ para indicar cudl de dos
alternativas es mas fuerte o pesada que la otra, después de haberlas comparado, sin embargo es dificil elegir o
preferir entre dos alternativas con “un gramo” de diferencia en el peso total de varios gramos, y se puede
observar como el individuo se queda indiferente ante las dos alternativas. Ciertamente se podria decir que
existen, actualmente, instrumentos técnicos que permiten discriminar entre dos alternativas con diferente
“peso”, sin embargo el hombre no es capaz de realizar dicha diferenciacién, aunque todos técitamente
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digamos que es posible eliminar siempre la intransitividad de la indiferencia con el uso de herramientas de
medida, no humanas, més refinadas tecnol 6gicamente.

El ejemplo anterior permite aceptar la posible intransitividad de la indiferencia, introduciendo umbrales de
indiferencia g, en los modelos matematicos de preferencia, que sean el limite superior por debajo del cual
esta la zona de indiferencia, (siendo g unafuncion real de las alternativas g: A® R"). Estos umbrales pueden
ser constantes si el conjunto de alternativas es finito o numerabley variables en caso contrario. Asi podemos
definir las relaciones de preferencia e indiferencia de la forma siguiente:

aPb U g(a) > g(b) + q(b), paracualesquieraa bl A

alb U g(a) £g(b) + q(b) 6 bien g(b) £ g(a) + q(a), paracualesquieraa, bl A

Donde [q(a) —q(b)]/[g(a)-g(b)] 3 -1, paracualesquieraa, bl A

Se puede comprobar que la pareja de relaciones (P, 1) tiene estructura de Semiorden.

3.3. La Comparacion de Intervalos

Los modelos previos suponen que la comparacion de las alternativas ay b del conjunto A conducen a la
comparacion de los nimeros g(a) y g(b). En muchas aplicaciones, estos nlimeros no se conocen con precision
y se reemplazan por intervalos [g(a), g(@+a(@] y [g(b), g(b)+q(b)], donde los umbrales de indiferenciano
son constantes, sino que dependen de las alternativas, definiendo ahora las relaciones de preferencia e
indeferencia como

aPb U g(a) > g(b) + q(b), paracualesquieraa bl A

alb U g(a) £g(b) + q(b) 6 bien g(b) £ g(a) + q(a), paracualesquieraa, bl A

Se puede comprobar que la nueva pareja de relaciones (P, |) asi obtenida, tiene estructura de Orden de
Intervalos.

3.4.- La Incompar abilidad

Lacomplejidad de las consecuencias de algunas alternativas puede sugerir que su comparacion sea definitiva
0 imposible por el momento. La relacion de incomparabilidad R, que se confunde algunas veces con la
Indiferencia, aparece en los conceptos de preorden parcial (con las mismas propiedades que el preorden
completo, excluyendo la reflexiva) y orden parcia (preorden parcial donde si a'b entonces a no es
indiferente con b) y puede definirsedelaforma:aRb U a~Pb y b~Pa y a~Ib, paracualesquieraa, b1 A
Esimportante sefialar que la definicion de semiorden parcial tiene en cuenta simultéaneamente laintransividad
delaindiferenciay la posibilidad de laincomparabilidad.

3.5- La Preferencia Débil

Puede ocurrir que el decisor dude entre preferencia estricta e indiferencia, debido ala falta de informacién 6
bien porque algunas preferencias sean mas fuertes que otras. Esta situacién puede presentarse mediante una
relacion Q, denominada Preferencia Débil. En los modelos matematicos se introducen dos umbrales de
indiferenciaqy p (funciones real es positivas definidas en el conjunto de alternativas, q: A R'y p: A®@ R")
talesque 0 £ q(a) £p(a) paracadaal A, definiendo |as relaciones binarias como

aPb U g(a) > g(b) + p(b), paracualesquieraa bl A

aQbU g(b) + p(b) 3 g(a) > g(b) + q(b), paracualesquieraa, bl A

alb U g(a) £g(b) + q(b) 6 bien g(b) £ g(a) + q(a), paracualesquieraa, bl A

siendo ademas [q(a) —q(b)]/[9(a)-g(b)] * -1 y [p(a) —p(b)]/[9(a)-g(b)] * -1

Laterna(P,1,Q) constituye asi definidas un pseudo-orden .

4.-Conclusiones

La utilizacion de unas propiedades u otras dan lugar, como hemos visto a una hueva rama de la Ciencia, que
intenta ayudar a los decisores a elegir lamejor solucion a su problema, dentro de un conjunto de alternativas
posibles, 0 a“ordenarlos’ segun ciertas preferencias.

Los conceptos que hemos desarrollado anteriormente son basicos y sencillos y sin embargo las relaciones
binarias no estdn contempladas en los planes de estudio de las actuales Educacion Primaria, Educacion
Secundaria, ni siquiera en los Bachilleratos (ni el antiguo B.U.P, ni en los nuevos Bachilleratos LOGSE). En
la Universidad estos conceptos solo son estudiados y analizados en las asignaturas donde son utilizados
posteriormente en alguna técnica concreta. Sin embargo en el antiguo plan de estudios de 1.957, las
relaciones binarias, se explicaron, a nivel elemental, en el curso de Orientacion Universitaria, durante algin
tiempo.

Actualmente en la Teoria de la Decision se emplean como hemos visto todas | as posibles propiedades de las
relaciones binarias para establecer modelos mateméticos que se pueden utilizar posteriormente en la
Economia, en el Medioambiente, en Financiacién, en Medicina, en Psicologia,..., y en general, en cualquier
situacion de lavida cotidiana donde se deba realizar unatoma de decisiones.
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