| X** JAEM Mesa 9

EL INFINITOA LOS16

Antonio Belmonte Martinez

I.E.S. “Ros Ginér”, Lorca-Murcia

Jost LuisBemonte Martinez

I.E.S. “Juan Gris’, Méstoles-Madrid

Sobrelahistoria

Desde que Zendn en el siglo V a.C., haciendo uso de un proceso infinito, pusiese en duda el movimiento con sus
aporias y dos siglos después Arquimedes, mas practico, utilizase una suma infinita para averiguar &reasy
volimenes, la idea del infinito ha recorrido a veces intermitentemente, la historia de la filosofia y de las
mateméti cas hasta la actualidad, hallandose indisolublemente unidaal Andlisisy ala Teoriade Conjuntos.
Podemos rastrear brevemente esta trayectoria tortuosa en algunos momentos, enriquecedoraen lamayoriade las
ocasiones y vibrante siempre. Zendn introdujo tres problemas: lo infinitesimal, el infinito y la continuidad. La
nocion de infinitésimo fue utilizada por los griegos con el fin de acercarse sigilosamente al circulo mediante
poligonos de un gran nimero de ladosy sustraerle su “irracional” esencia. Pero |o infinitamente pequefio no era
evidentemente igual acero, ya que una suma considerable de infinitésimos podiadar un todo finito ...

Un asunto como este no podia permanecer ajeno alaFisicay, desde luego, alaFilosofia. Sin losinfinitésimos
no habria dos instantes realmente consecutivos. Sin embargo, puestos a desmenuzar algin trozo de materia,
siempre es posible imaginar un cierto tamafio para las particulas “maés pequefias’. Pero, rizando el rizo, un
conjunto finito de pixeles en la pantalla de un monitor puede dar lugar a que dos rectas que se cortan no tengan
ningn punto en comdn (j!)".

Durante lainterminable Edad Media, el conocimiento cientifico queda empapado de estéril discusion teolégica,
y asi Tomés de Aquino se empefia en asociar el infinito casi exclusivamente a Dios dejando unalarga estelade
influencia metafisicaen el tratamiento del tema. Descartes no se queda ala zagay hemos de esperar aque Spinoza
dote de cierta materialidad a concepto.

Losinfinitésimos sobreviven hasta el siglo XVII 'y XVIII paraasistir a brillante ser que por entoncesvelaluz: el
Andlisis. Los griegos recel 0sos de |0s procesos infinitos habian omitido el paso al limite librando alaintuicion
de males mayores... pero claro, solo durante algiin tiempo. La herencia de Kepler y Galileo recogida
fundamental mente por Newton lleva, como casi todas |as herencias, letra pequefiay el heredero para continuar
con la magna obra debe improvisar herramientas. Leibniz participa en esta labor y entre ambos construyen un
poderoso edificio sin cimientos. Los infinitésimos de |os que habian renegado |0s griegos se acaban de colar por
la puerta de atrés. Evidentemente ni Newton ni Leibniz duermen tranquilos. Asi este Ultimo se explaya con su
tipico desparpajo metafisico admitiendo el problema:

Serasuficiente si, cuando hablamos de... cantidades infinitamente pequefias (esto es, |o minimo que podemos
conocer), entendemos cantidades que son... indefinidamente pequefias.

Si alguien quiere entender éstas, como las cosas Ultimas, ... |o puede hacer..., alin cuando piense que tales
cosas son absolutamente imposibles; sera suficiente utilizarlas como una herramienta que presenta ventajas de
célculo, de lamismamaneraque el estudioso del & gebraretiene raicesimaginarias con gran provecho.

Por supuesto que siempre hay avispados que se aprovechan en los momentos de debilidad y el obispo anglicano
George Berkeley no perdi6 la oportunidad de ello en su agudo ensayo The Analyst:

¢Y qué son las fluxiones?. Velocidades de incrementos evanescentes. ¢Y qué son estos incrementos
evanescentes?. No son cantidades finitas ni cantidades infinitas pequefias ni tampoco nada. ¢(No podriamos
Ilamarlas los fantasmas de cantidades difuntas...?

¢No son corrientes entre |os analistas ciertas méaximas que chocan al buen sentido?. Y, ¢no se cuenta entre
ellas el supuesto comun de que una cantidad finita dividida por nada esinfinita?...

Pero, afortunadamente, aunque parece que en realidad la auténtica misién de un matemaético es crear nuevos

Por cierto, que & matemético francés J.P. Reveilléshahecho uso del Andlisisno esténdar paraconvertir lapantalladiscretade un
monitor en unareticuladiscreta, pero “infinita’, de pixelesinfinitesmales (j!).
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problemas, esporadicamente varesolviendo algunos yaviejos (recuérdese el Gltimo de Fermat). En 1821, Cauchy
introduce lanocién de“limite” y destierralo “infinitamente pequefio”. Bien es cierto quelo sustituyo por aguello
de “aproximarse todo lo que queramos a...”, pero de estamanera eludia el preciso instante en que se alcanzaba
el l[imite. Aln asi, “aproximarse a...” no dejo satisfecho durante mucho tiempo al gremio y vino Weierstrass,
profesor de ensefianza secundaria hasta avanzada edad, a culminar laobra con sus“ deltasy epsilon”. Yano hay
cantidades que se muevan haciaotras. Asi llegé el rigor al Andlisisy seliberé de cualquier dependenciade la
geometria (punto« numero), del movimiento y de traicionesdelaintuicién varias.

Ahorabien, todo €l trabajo anterior presupone unaidea: lade nimero real. Estaideafue obviada por casi todos
en la desenfrenada carrera por €l rigor. Tal es asi, que se cuenta que tras presentar Cauchy su trabajo sobre
convergenciade series, Laplace se marcho precipitadamente a casa donde permaneci6 aislado hasta comprobar
que todas las series de su Mécanique Céleste eran convergentes. No fue slo una anécdota. Escribia Abel en
1825:

Las seriesdivergentes son lainvencion del diablo, y es unaverglienza basar en ellas cualquier demostracion,
sealaquefuere...

Encararse con el estudio delos nimeros real es traeria consecuenci as insospechadas. El hecho de descubrir que
jugarsela“aracional” en unaruletaconlosnimerosrealesdel 0 a 1 essuicidano esdel gusto de nadie. Dedekind
encabez6 la cruzada definiendo un nimero real con un conjunto infinito de nimeros racionalesy con ello puso
la“primerapiedra’ del continuo.

La nocién de conjunto parecia ingenua e improductiva. Nada maés lgjos. Cantor, a definir la equivalencia de
conjuntos abrié una brecha profunda pues atentaba directamente contra el “infinito potencial” que
tradicionalmente, y en mayor o menor medida, se habia aceptado. La equivalencia de conjuntos le permitié definir
y clasificar los conjuntosinfinitosy establecer el tipo deinfinito aque responden los naturales, A, y los reales,
¢, relacionados por laexpresion:

27%=¢c

gue corresponde precisamente ala potenciadel continuo.

Este intento de abarcar €l mar con las manos no quedd impune y amén de las impertinentes acusaciones de

Kronecker, propias de su humor, Henri Poincaré tranquilizaba a sus lectores, en 1908, con un mensaje nada
hal agiiefio para Cantor:

L as generaciones posteriores contemplaran lateoria de conjuntos como una enfermedad de la que nos hemos
recuperado.

David Hilbert sali6 en defensade la criatura:
Nadie podra sacarnos del paraiso que Cantor ha creado para nosotros.

Pero, en realidad, todas estas manifestaciones no significaban otra cosa que lainterdependenciamilenariade la
filosofia y las matematicas. Ahora eran el formalismo y el intuicionismo las corrientes que se batian
descarnadamente.

Esta controversia creada por lateoria de conjuntos tenia su origen en las llamadas paradojas, delicado eufemismo

para profundas contradicciones que se acufié paraintentar salvar algo méas que las apariencias. Las primerasy

mas inquietantes fueron observadas por Bertrand Russell y detras de todo ello se hallaba el axioma de eleccién
aplicado incautamente por Cantor para demostrar que todo conjunto infinito contiene un subconjunto cuyo
nimero cardinal esA ,. Ladiscusion gir6 entorno alalegitimidad de construir un conjunto a partir de otros sin

especificar laley de eleccion. Borel afirmaba que sin tal especificacion laley seriaun acto defe, lo cual quedaba
fuera de las mateméticas.

Del centro de este torbellino creado por el concepto deinfinito, €l axiomade el eccién y lasin/oportunas paradojas,
emergia la eterna cuestion de saber en qué sentido existen los conceptos matematicos. ¢debe existir una
correspondencia con realizaciones material es o simplemente son idealizaciones de estas?.

La medida que se adopt6 para impedir e naufragio de la teoria intuitiva de Cantor fue la axiomatizacion?,

excluyendo aquellas clases de las que se derivasen contradicciones, recurso habitual utilizado por los

2
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profesionales del ramo hasta que hubo que pedir permiso a Godel... Pero esta es ya otra historia. Hemos vigjado
por el “antes de Godel”, el “después’ es demoledor pero no menos apasi onante.

Sobrelosalumnos.

Pero ¢qué arraigo tiene un concepto como infinito en las mentes de nuestros alumnos?. ¢Podemos medir de alguna
manera latransicién de dicho concepto alo largo de su formacion en un centro de educacién secundaria?. ¢Cual
esel grado de asimilacion a comenzar sus estudios universitarios?... Hemos pretendido hallar respuesta aagunas
de estas cuestiones mediante larealizacion de un sencillo test que han respondido mas de quinientos alumnos
entre 14y 18 afiosde diversos |.E.S. El cuestionario, que aparece en el Apéndice, por ser abierto, presenta como
inconveniente un cierto grado de subjetividad en lainterpretacion de las respuestas pero esto es compensado
por lariquezade las mismas que nos han aportado perspectivasy datosimprevistos. El ineludible plazo de entrega
de este articulo nosimpide ofrecer unasintesis rigurosade | os resultados’, pero si podemos establ ecer yaalgunas
conclusiones evidentes. Asi, por ejemplo, €l calculo de un término avanzado de la sucesion no presenta mayores
dificultades para ninguna de | as edades consideradas, si bien muchos de ellos prefieren emprender dicho cdculo
término atérmino sin reparar en laley que los genera. El nimero de alumnos que justificala determinacion de ay
mediante el término general es nulo hastalos 15/16 afios, como era de esperar por no conocer dicho concepto,
pero alin es muy bajo en cursos superiores, 1o que parece indicar una eternaresistenciaalaabstraccion (¢7?).
Hemos observado, por otra parte, unagran dificultad en observar la aproximacion de |os términos de la sucesion
haciaun limite. ¢Un cierto vértigo aaceptar lainfinitud que, sin embargo, reconocen en |os puntos suspensivos?.
La division por cero con todos sus posibles resultados es uno de esos topicos de la ensefianza de las
mateméticas, como hien es sabido por todos nosotros. Los mas jovenes manifiestan un razonable empefio en
interpretar dicha expresién como un reparto, 1o que lesllevaadar respuestas del tipo: “ 0, porque tomar 7 partes
de nada esigual a nada”, o “ 0, porque 7 caramelos para nadie no tocan a nada” . ... Algunos rozan €l
“chispazo” diciendo que “ da 0 porque ningdn nimero por 0 da 7". En cambio, los alumnos mayores han
adquirido laincontrol ada -como debemos admitir- costumbre de recurrir alacal culadoracomo oraculo indiscutible
y ellolesllevaaresponder “ 0, porque da error”, o bien lahuecafrase aprendida de “ No existe porque no se
puede dividir por 0".

La definicién del infinito, al margen de exquisitas respuestas mas 0 menos originales, se reparte entre la
representacion de un nimero muy grandey laideadeilimitado o incluso indefinido: “ Para mi el infinito significa
el que algo no tienefin. Por gjemplo, el nimero mas grande del mundo + 1" (Jonathan, 15 afios) o bien* Infinito

significa que no tiene fin, por ejemplo 100/3=33,333 Te podriastirar toda la vida pensando pero siempre
saldra 3" (Vicente, 13 afios).

Sobred infinito.

Hay infinitos que parecen abarcables como

1/7=0.142857142857...
y otros no tanto como

[P=3.14159265358979...

aungue nos empefiemos en mutilarlo con fines préacticos, pero ambos se introducen en nuestras vidas cuando aln
no hemos acabado de jugar y de aprender acontar... precisamente con N.

El resultado de

0.5353...+0.6666...

se ensefiacomo algo trivial pero resulta que incluso algunas calculadoras tiene “problemas’ parahallarlo.

Y todaviahay quienes piensan que

0.9999...=9/9

se puede consumir sin riesgos de indigestion.

Si consideramos que estos lances con cantidades infinitas no son motivos suficientes para la reflexién, sélo
tenemos que pensar en el instante excepcional en que uno cual quiera de nuestros alumnos, calculadoraen ristre,

L os cuales se presentaran en la.comunicacion correspondiente del proximo mes de septiembre.
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realiza por primeravez en su vida, y consciente de ello, la operacién de dividir por cero. No debemos perder la
oportunidad de observarlo, devivirlo, de sentir el fulgor de un rostro incrédulo y... finalmente de escuchar contra
su voluntad aquello de “da cero profe”. Muy poco tiempo después |o sublime alcanzala cumbre cuando se les
solicitaque“ calculen la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica de razon 2/3 y cuyo
segundo término es 6" “... Luego vendran el 0*¥ quenodaOy el 1¥queno da 1, las asintotas, etc.

Hemos de definir el problema. Puesto que consideramosinevitable e imprescindible laintroduccién del concepto
deinfinito en este tramo de la ensefianza, podemos plantearnos algunas cuestiones. ¢En qué términos debemos
0, mas correctamente, podemos hacerlo?, es decir, ¢con qué grado derigor?, ¢aqué edad?, ¢cémo abordaremos
los primeros conatos del infinito en los cursosinferiores?, ¢cOmo podemos actuar para evitar que se adquieran
preconceptos erréneos?, ¢es posible utilizar actividades no s6lo motivadoras sino que también ilustren
adecuadamente laidea del infinito?, ¢puede ayudarnoslageometriaaello?, ...

Intentar compartir estas cuestionesy algunas otras ha sido, alapostre, |0 que nos animé arealizar este pequefio
trabgjo.
Abril, 1999

Apéndice: Test sobre el infinito

Nombrey apelidos: ... Curso........ Edad:.........

1. Consideralasiguiente coleccion de nimeros: 3/5, 4/6, 5/7, 6/8,

a) ¢Quésignifican los puntos sucesivos?. ¢Cuantos nimeros crees que vienen a continuacién de esos cuatro?.
b) ¢Quénumero sehallarden el quinto lugar?, ¢y en el vigésimo?. Explica como lo has obtenido.

€) ¢Cdémo evolucionan estos nimeros; crecen o decrecen?. (Crees que se acercan aalgun nimero concreto?. Si
tu respuesta es afirmativa, di acudl y cuando se llegaraadicho nimero.

2. ¢Cuénto crees que da 7/0?. Justifica tu respuesta. (Si intentas resolverlo con la calculadora, interpreta €l
resultado que obtienes).

3. Intentadescribir qué significaparati “infinito”.

gReeaeen

Ejercicio elegido de un texto cua quierade 4° curso de E.S.O. de unaeditoria cualquiera



