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En el &mbito de la Educacién Secundaria Post-obligatoria, a excepcién de algun caso aislado como € de las
coOnicas, resulta escasa la atencion prestada al mundo de las curvas en cuanto a su génesis, sus aplicaciones
précticas o alas propiedades concretas de las mismas.

Las curvas particulares encierran multitud de aspectos interesantes como son su propia aparicion histérica
para tratar de resolver algin problema concreto, su semejanza con conocidas formas de la naturaleza, su
presenciaen laactividad artistica, su vinculacién al mundo de la fisica, o la explotacién de sus propiedades
por latecnologia o laeconomia, entre otros.

El estudio especifico de algunas curvas, desprovisto de tecnicismos excesivos, pretende poner de relieve no
sblo los aspectos mencionados, sino facilitar una vision méas completa de las Mateméticas y evidenciar su
relacion con el mundo exterior.

CURVAS, EQUILIBRIO Y RAPIDEZ. .

Galileo se habia equivocado. Después de haber probado que la Catenaria: y =ach (X/ a)
trayectoria de un proyectil era siempre una parabola, crey6 que

esta curva eralaforma que adoptaba un cable flexible e inextensi-

ble, suspendido libremente de dos puntos situados en distinta }
vertical. A finales del siglo XVII, mateméticos como Huygens,

Jean Bernoulli o Leibniz, encontraron por diferentes métodos la

curvaen cuestion: la catenaria.

La catenariatiene otrainteresante propiedad descubierta por Euler.

Este prob6 que es la curva plana que pasando por dos puntos

dados, al girar alrededor del ge OX, genera la supeficie de area t '
minima (catenoide). b b
Ninguna curva como la cicloide ha fascinado tanto a los

matematicos. Tanto es asi que merecio por parte de Pascal un tratado especifico, Histoire de la roulette. Sus
tangentes, la longitud de cada ciclo, la superficie que
limita con OX y su propia gréfica fueron algunos de
los centros de atencién de los estudiosos. Como es
sabido, lacicloide esla curva descrita por un punto de
una circunferencia que rueda sin deslizarse sobre una
recta

Asi, Galileo, desprovisto de toda la potencia del apa-
rato del célculo infinitesimal® aiin en ciernes, habia
Ilegado a jpesar! la superficie limitada por un arco de

x = a(p - send)

y= a(l - cose) la cicloide para establecer la comparacién con la del
circulo que la genera, obteniendo la conclusién de que
latriplicaba, conclusién correcta pero que no dejé muy

Cicloide: {

convencido a propio Galileo.

Uno de los problemas, motivo de dsputa entre los hermanos Jaques y Jean Bernoulli, que viene a resolver la

cicloide es el delacurvabraquistécrona. Esto es, dados dos puntos situados a diferente alturay en distintaverti-
cal, encontrar latrayectoria que produzca el deslizamiento mas rapido entre

ambos.
A
Af co de Dejandose llevar de laintuicion, puede parecernos que la trayectoria més
cicloide répida es la que corresponde a segmento rectilineo determinado por

invertida

Ilautilizacion de losinfinitésimos, pero es Roberval quién consigue calcular € drea que

570



IX* JAEM Mesa 9

ambos puntos. Sin embargo, como prob6 Jagues Bernoulli, 10 es un arco de cicloide invertida construida
entreorigen Ay el destino B.
UNA CURVA PARA CADA PROBLEMA.
Un problema que asoma periddicamente y con mucha intensidad es el de los incendios forestales. Los recursos
gue se utilizan habitualmente para atajarlos son de dos tipos: por una parte estan las patrullas dotadas de un auto-
movil todo-terreno; por otra, los helicopteros. En aras de optimizar |os limitados recursos, €l conflicto que surge
de ordinario puede plantearse en los siguientes términos: La velocidad del helicdptero contra-incendios es doble
de la velocidad del auto todo-terreno de la patrulla. Ambos se encuentran a una distancia a entre ellos. S la
rapidez resulta definitiva cuando surge el incendio, ¢cual ha de ser la
distribucion adecuada de zonas de atencion?
Eligiendo la referencia de la figura (origen en el destacamento de las

Al redlizar las oportunas smplificaciones en la inecuacion t £t,,
resulta que una circunferencia marca el limite de accién de ambos, ya

.2 2
ao a@ag

patrullas y e OX sobre la recta que lo une con la base de los
helicopteros) todo puede reducirse a la comparacion entre los tiempos
y=2af3
= Loy x-aty
queseobtienelaexpr&sién:gg(+ §+ + y2 £
e

= y ty=———————, empleados en llegar aun
(-a/3,0)
@ €3 g

P v 2V
punto genérico P(x, y) por lapatrullay €l helicoptero, respectivamente.

Lacurvaclotoide es conocida también como espiral de Cornu?, o de Euler, ya que aparece citada por prime-

ravez en el afio 1774 en una de sus numerosas obras. Esta curva es

utilizada en la construccién de carreteras alin mas que la lemnis- ¥h
cata.
Al respecto, su particularidad mas interesante tiene que ver, como .
en el caso de lalemniscata de Bernoulli, con su radio de curvatura:
2
a
R = — (a constante y slongitud de arco). Como se deduce de su 7] "
S

expresion, € radio de curvatura oscila entre 0 (en los puntos
asintéticos M1 y M) e ¥ (en el origen), pasando con continuidad
por todos los valores intermedios. Este hecho, unido a sus
cualidades estéticas, hace que sea la elegida como curva de
acuerdo por |os organismos competentes®, ya para enlazar tramos rectos entre si, ya rectos con curvos, como
curvos entre si.

CURVAS RESOLUTORIASY FORMAS DE LA NATURALEZA.

Dejando a un lado el caso del V postulado de Euclides, pocos temas han ocupado con tanta intensidad a los
matemati cos como |os tres problemas legendarios: duplicacion del cubo, triseccién del angulo y la cuadratura
del circulo. Desde la antigliedad griega proliferan los intentos, siempre infructuosos, de resolverlos acono-
dandose al caracter geométrico de los mismos, |o que se traduce en el uso exclusivo delareglay el compas.

Clotoide

2 Fisico francés que hizo uso de la citada curva para estudiar la difraccion de la luz.

3 MOP Direccién General de Carreteras y Caminos Vecindes. Norma3.1- . C.
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Puesto que hasta el siglo X1X no se concluye laimposibilidad de resolucién de aquellos problemas conforme ala
citada norma euclidea, todas | as soluciones ideadas hasta entonces utilizan recursos adi cional es, surgiendo de este
modo las curvas resolutorias. La cisoide —hoja de hiedra— fue ideada por Diocles para resolver el conocido pro-
blema de Delos de duplicacion del cubo. Otros casos son |os de Nicomedes con la concoide —concha de mejill 6n—
o0 el de Arguimedes con suespiral, con las que consiguen sendas soluciones paratrisecar € angulo. Curiosamente
todas ellas evocan conocidas formas de la naturaleza.

CURVASY DEMOGRAFIA

Las curvas, portadoras de su propio lenguaje grafico, non son una excepcion en cuanto a su uso como mode-
los matematicos. Todas |as ciencias hacen uso de curvas particulares para explicar los fendbmenos que le son
propios. Asi, ya el economista britdnico Malthus (1766-
1834) utiliz6 la curva exponencial para explicar el
re———— e e crecimiento geométrico de la poblacién frente al creci-
miento aritmético de la produccién de alimentos. Este
hecho hizo que abogase por €l control de la natalidad. Mas
refinada resulta la propuesta del matematico belga Verhults

Curva logistica : realizada en 1838. Verhults trataba de explicar como, en un
rt area determinada, el crecimiento inicial de la poblacién es
P(.f} =K e cada vez més rapido. Posteriormente este crecimiento se
re sz . . .
e ird suavizando, a medida que crece la poblacién. Llegado
bt cierto nivel
de satura- &
cion, se
10
produce su
estancamiento. Esta situacion se gjusta a comportamiento de _ X
la conocida como curva logistica. 10°- f(x)= Inx

CURVAS PARA REALIZAR RECUENTOS.

Y a Euclides habia probado que larelacién de nimeros primos

era infinita. La sencillez y elegancia de su demostracion 102
consiguieron no solo que hoy siga vigente, sino que se le
considere como paradigma de la demo stracion indirecta.

Olvidando a Euclides pero sin perder de vista la cuestion, 10!
dando un gran paso en el tiempo, nos encontramos con una
conjetura formulada por Gauss, orientada a conseguir una ) ) '
aproximacion de la cantidad de nimeros primos que son 1 10! 107 10
menores o iguales que un nimero prefijado. Esta cantidad se

simboliza de forma habitual a través de la funcién p(X). La citada hipétesis® hace uso de otra fun-

o

cion f (x) = x/In X, que representa un infinito equivalentea P(X) cuandoX ® ¥ . Ante la imposibili-

dad de precisar cantidades infinitas, la correspondiente curva nos permite hacernos una idea siquiera gréfica
delainterminable e irregular némina de los nlmeros primos.

4La rigurosa demostracion hubo de esperar, ya que fue realizada en 1896 por Hadamard y Valleé-Poussin, de maneraindependiente.
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