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GRUPOS DE LEONARDO

Inmaculada Ferndndez Benito
|.E.S. MariaMoaliner. Lagunade Duero (Valladolid).

El estudio delos movimientos en el plano forma parte del curriculo del segundo ciclo delaE.S.O., sin embargo

son pocas las Programaciones Anuales de |os Departamentos de Matematicas donde se recogen contenidos
relacionados con este tema, y alin son menos los I nstitutos donde se imparte alguna unidad didactica que trate
estos aspectos. L as causas de este olvido pueden ser muchasy variadas, tal vez pensamos que esta parte de las
Mateméticas es poco importante y ante la escasez de horas disponibles preferimos dar otros contenidos que
consideramos béasicos y mas rel acionados con otros temas. Sin embargo, el estudio de lasisometriasy de los
grupos de simetria de una figura son parte importante de la Geometria Planay del Algebra, ademés de ofrecer

formas diferentes de “ hacer Mateméticas’, también son una herramienta Util paratratar otros temas: la Trigononme-

tria, larepresentacion de funciones. Pero, sobre todo, si queremos presentar a nuestros alumnos el aspecto Util

y practico que tiene esta asignatura, tenemos en este tema un material incomparable para que vean la aplicacion
de las mateméticas al mundo que les rodea, sobre todo en los campos del disefio y laarquitectura.

Nadie puede poner en duda el bagaje matematico que exige €l estudio en profundidad de lasisometrias, por eso
algunas de los enunciados que expongo a continuacion no son aptos para alumnos pero si convenientes para
profesores.

1. Isometrias

Una isometria del plano es una aplicacion biyectiva B > RPtal que " R Q 1 R se cumple que
d(P,Q)=dJ[f (P),f (Q)].El conjunto de las isometrias del plano tiene estructura de grupo parala
composicion de aplicaciones.

Lasisometrias son: lastraslaciones, los giros, las simetriasy |os deslizamientos, y todas ellas se pueden descont
poner en producto (composicion) de una, dos o tres simetrias.

2. Gruposdesimetria

Unafiguraplana, es decir cualquier subconjunto de R?, se puede estudiar “estéticamente”, es decir calcular sus
angulos, area, etc.... Pero también se puede estudiar “dinamicamente”, buscando los movimientos que ladejan
invariante.

Sea P unafiguraplana. Consideremos el conjunto:

GS(P)={f/f: R* > R f esunaisometriay f(P)=P

Este conjunto es un grupo paralacomposicion deisometriasy por tanto un subgrupo del grupo de lasisometrias
del plano. A GS(P) se le denomina Grupo de Simetriadelafigura P.

Conviene tener en cuentalas siguientes consideraciones:

v GS(P) contiene como minimo alaidentidad (Cuanto méas “regular” es una figura mas elementos contiene su
grupo de simetria).

v Figuras distintas pueden tener el mismo grupo de simetria.

v Enlasfiguras hay que distinguir los puntos fijos de | os elementos dobl es.

v Losgrupos de simetria pueden ser finitos y podremos escribir latabladel grupo, o pueden ser infinitosy dar
un sistemagenerador del mismo.

v Hemosdicho que el grupo de simetria de un figura esta formado por lasisometrias que ladejan invariante, pero
también podemos pensar que el grupo de simetria de lafigura esta formado por 1os movimientos que a partir de
un motivo minimo hacen posible la construccion de todalafigura.

3. Grupos puntualesde smetria o de Leonardo

Un grupo de simetria se [lama grupo puntual si esfinitoy tiene un punto fijo Ol P paratodas |as isometrias de
GS(P). Las Unicasisometrias que dejan un punto fijo son las simetrias con el punto en el gjey los giros de centro
ese punto.

Por tanto estos grupos de simetria podran ser de dos tipos:

A) Si GS(P) contieneungiro decentro Oy anguloa, por ser finito debe existir un nimero natural ntal que na=2p

y por tanto tendremos que:

GS(P) ={G(O, k2p/n) conk=1, 2, 3, ..n}=aG(O, 29n) f= G Grupo Ciclico deorden n engendrado por G(O, 2u/n).
B) Si GS(P) contiene unasimetriaS, con Ol r. TenemosGS(P) =S,,1=S 0S.

Si GS(P) contienedossimetriasS, y S con Ol ry t, debe contener a giro que resultaa componer las dos
simetrias, entonces seglin o visto en A) obtenemos que G(O, k2p/n) T GS(P) parak = 1, 2, 3...n. Al componer la

simetria S; con estos giros se van obteniendo, también, otras simetrias de gjesr tales que G(O, k2p/n) (1) =T .
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Por lo que GS(P) ={G(O, k2p/n) y Sxcon k=1, 2,3..n}=4G(O, 2p/n), S, fi= &S, Sfi=D,.

Grupo diedral de orden n.

Como consecuenciade la demostracion anterior (solo eshozada), se puede enunciar el siguiente teorema llamado
Teorema de Leonardo:

L os Unicos grupos puntual es de simetria son los grupos ciclicos y los grupos diedrales C,, y D, respectivamente.
Conviene notar que si bien hay infinitos de estos grupos, cada uno de ellos esta formado por un nimero finito
de movimientos. Ademas paran?® 3losD, son |os grupos de simetriade los n-agonos regulares.

4. Actividades para alumnos

1) Construir simetriasy giros por medio de figuras recortadas y pegadas. Deduciendo el resultado de componer
estos movimientos, sobre todo en el caso de lacomposicién de dos simetrias de gjes que se cortan.

2) Buscar los movimientos del grupo de simetria de unafigura, viendo las diferentesformas en que unafigura
recortada se puede volver acolocar en el sitio. Observando que hay gruposfinitos einfinitosy su relacion con
laregularidad de lafigura.

3) Estudiar las simetrias que tienen diferentes figuras.Y reciprocamente a partir de unapartede lafiguray delos

"

. . ‘ El angulo de giro es 360 /12=30 ‘
El angulo de giro es 360 /12=30

Hay 12+12 = 24 ejes de simatra
Q

U

I
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ejes de simetriade la mismareconstruirla de nuevo.

4) Clasificar distintas figuras (logotipos, marcas, emblemas

de familias japonesas, |lantas de coches...) seguin su grupo puntual de simetria.

5) Con un mismo motivo construir varios grupos de Leonardo. Esta actividad se puede hacer dibujando en papel
o con el ordenador y el programa CABRI.

6) Las|lantas de las ruedas of recen una amplia muestra de disefios donde aparecen grupos de L eonardo.
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