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1 Inversiones.

Vamos a centrarnos en una de las aplicaciones de las matemédticas a cuestiones econdémicas, el de las inversiones: la
teoria de carteras de Markowitz.

1.1 Conceptos.

Un activo es un instrumento financiero. Tiene un valor que identificamos con su precio, a pesar de la admonicién
de Machado. Un activo se compra y se vende, y con el tiempo su valor/precio va cambiando.

Sélo vamos a tener en cuenta un unico periodo de tiempo, un horizonte de inversién, que quedara fijo en lo
que sigue.

La rentabilidad de un activo S en ese periodo de tiempo se mide mediante

R = rentabilidad = u
S1
Los valores Sy y S1 son los que el activo tiene, respectivamente, al principio, hoy, tiempo 0, y al final, tiempo 1, del
periodo de tiempo en consideracién. La rentabilidad R descrita es la rentabilidad simple o efectiva. Mide la variacién
porcentual del activo en el periodo de tiempo bajo consideracion.

S1 es una cantidad desconocida hoy. La modelizamos como una variable aleatoria. Es decir, como si sus valores
se escogieran de una cierta urna, como en una loteria.

Pero conviene centrarse en R. R también es, claro, una variable aleatoria. La ventaja de considerar la rentabilidad
R y no el nivel de precios S es que R es una cantidad homogénea: se trata de valores relativos. Dado Sy, conocer R
y concer S7 son cuestiones equivalentes. Para comparar dos activos nos fijamos en sus rentabilidades.

De un activo, nos interesardn sélo dos estadisticos referidos a su rentabilidad: la rentabilidad media, es decir,
la esperanza de su rentabilidad, el valor esperado de su rentabilidad: © = E(R). Y la varianza de su rentabilidad:
o=V(R).

Las decisiones sobre como invertir van a venir determinadas por el conocimiento de p y de o de los activos en que
podamos o en que nos interese invertir en un periodo de tiempo determinado. ;De dénde se obtiene esta informacién?
Esta es una cuestién clave. Normalmente este dato lo obtiene el inversor a través de andlisis de la evolucién previa de
los activos y de informacién que tenga sobre la posible evolucién futura de esos activos. Es todo un arte.

Lo que vamos a ver es como usar esa informacién para tomar decisiones sobre las inversiones.

Desde Bernoulli, a la varianza de la rentabilidad se la conoce como riesgo del activo. Hay que tener cuidado con
lo que esto significa. Si de un activo sabemos que va a bajar un 10% con absoluta seguridad, ahi no hay riesgo. Por
el contrario si un activo va a subir entre un 10% y un 20%, pero no sabemos cuanto, ahi hay riesgo. Normalmente,
en el lenguaje usual, riesgo viene asociado con sucesos con repercusiones negativas. Sin embargo, no es éste el caso en
finanzas.

A la rentabilidad media la denominaremos retorno.

1.2 Representacion.

Como hemos dicho més arriba, de cada activo s6lo necesitamos su retorno y su riesgo.

Utilizaremos un sistema de coordenadas para representar la informacién sobre los activos. En el eje de las X
pondremos el riesgo y en el eje de las Y pondremos el retorno. Es el plano de riesgo-retorno.

En la figura (1) aparecen dos activos A y B con coordenadas respectivas (2,1) y (3,4).
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Figura 1: Plano riesgo-retorno.

2 Preferencias.

En cuanto tenemos varios activos representados en el plano de riesgo-retorno como en la figura (2), enseguida nos
preguntamos. ;Cudl preferimos?

Este es un ingrediente clave. Las preferencias son inherentes al inversor: Cada uno de nosotros tenemos un
sistema personal de preferencias, aunque hay varios ingredientes que son comunes, o casi, a todos los inversores. En
general, somos aversos al riesgo. A igualdad de riesgo preferimos el activo con mayor retorno y a igualdad de retorno
el de menor riesgo.
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Figura 2: Preferencias.

En la figura (2) todos preferimos el activo C' al A y el activo C al B, pero cada uno tendré sus preferencias entre
Ay B. Por ejemplo, para un inversor para el que el riesgo sea irrelevante (neutro ante el riesgo), es decir, para un
inversor que sélo se fija en el retorno, sera preferible B a A, a pesar de su mayor riesgo. Mientras que para un inversor
profundamente averso al riesgo, es decir, que huye del riesgo, A es preferible a B, a pesar de su menor retorno. La
mayoria de los inversores tiene preferencias que se encuentran en una situacién intermedia a los dos extremos que
acabamos de describir.

2.1 Funcién de utilidad.

Vamos a describir, a modelizar, nuestras preferencias dando a cada punto del plano de riesgo-retorno un valor entre 0
y 1, por ejemplo. Los puntos con valor 1 son los més apreciados y los puntos con 0 los menos apreciados. Tenemos



pues una funcién u del plano de riesgo-retorno. Lo importante son las curvas de nivel de esta funcién u y su posicién
relativa unas de otras; los valores concretos de la funcién de utilidad no son tan importantes. Esta funcién u es la
funcién de utilidad.

Consideremos la funcién de utilidad (de un cierto inversor) como la de la figura (3). La pendiente de las curvas
de nivel es pequena y eso significa que el inversor no es particularmente averso al riesgo.
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Figura 3: Funcién de utilidad de un inversor.

Vamos a ver de qué nos informa sobre los activos A, By C de la figura (2). Basta superponer las dos graficas (de
las figuras (2) y (3)) como en la figura (4).
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Figura 4: Comparacién de activos.

La conclusion es que este inversor prefiere B a A. Obsérvese que si la pendiente de las curvas de nivel de la
funcién de utilidad fuera muy grande entonces A seria preferible a B.

3 Carteras.

Tenemos dos activos A y B. Vamos a invertir en esos dos activos para formar una cartera. Lo relevante no es la
cantidad de dinero a invertir (lo que por otra parte requeriria los datos de los precios actuales de los dos activos) sino
los porcentajes a invertir en los dos activos.

Pongamos que en A invertimos una proporcién A, un nimero entre 0 y 1, y, claro, en B, invertimos 1 — A. (Resulta
mas cémodo usar nimeros entre 0 y 1 que no porcentajes.) Denotemos la cartera asi formada por C.



Queremos calcular el retorno y el riesgo de la cartera C: para el retorno no necesitamos mas informacién, pero
para calcular el riesgo de C necesitamos la correlacién entre las rentabilidades de A y de B. Supongamos que ésta es
p.

Significado de p. Recordemos que p estd comprendido entre —1 y 1. A grandes rasgos, el significado
cualitativo de p es el siguiente: si p es préximo a 1 entonces si la rentabilidad de A es alta entonces la
rentabilidad de B serd alta, si p es préximo a —1 entonces una rentabilidad alta de A presupone una

rentabilidad baja de B, y, finalmente, p préximo a cero no permite extraer conclusiones de relacién,
como las anteriores, entre las rentabilidades de A y B.

Un célculo directo nos da que el retorno, uc, y el riesgo, o¢, de C' vienen dados por

pe = Ma+ (1= Npp

oc = \/A20% + (1 — N)20% + 2p\(1 — N)oaog

La situacién es la siguiente. En el plano riesgo-retorno de la figura (5) hemos puesto dos activos A y B, de
coordenadas riesgo-retorno respectivas (3,1) y (4, (4.5)) vy todas las carteras a que dan lugar cuando los combinamos,
suponiendo distintos valores de correlacién entre ellos.

Las carteras marcadas con “0” en la figura (5) tienen todas un 80% de A y un 20% de B, es decir, corresponden a
A = 0.8. Obsérvese que todas estas carteras tienen la misma rentabilidad, 1.7, pero que sus riesgos disminuyen segun

el coeficiente de correlacién va bajando desde 1 a —1.
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Figura 5: Carteras con dos activos.

La conclusién es muy importante. Quiere decir que conviene diversificar la inversion entre activos que tienen
entre si correlacion negativa. En lenguaje llano, se trata de no poner todos los huevos en el mismo cesto, porque en
ese caso, puede que no se nos caiga el cesto, pero si se nos cayera los perdemos todos. Al ponerlos en cestos distintos,
puede que se nos caiga uno de los cestos, pero es improbable que se nos caigan los dos. Cestos distintos significa p ~ 0.

3.1 La regién de carteras.

Cuando tenemos activos A, B, C, por ejemplo, la coleccién de todas las carteras formadas utilizando estos tres activos
es la de la figura (6). La denominaremos regién de carteras.

Se trata de todas las carteras en las que se invierte a en A , ben B, y c en C, donde a, b, ¢ son todos positivos y
suman 1.
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Figura 6: Carteras a seleccionar.

3.2 Seleccion de carteras.

La seleccion ahora consiste en averiguar qué punto de la regién de carteras (que estard necesariamente en su borde)
tiene un valor maximo de la funcién de utilidad. Graficamente esto es muy facil: vamos mirando curvas de nivel de la
funcién de utilidad (en el sentido de utilidad creciente) hasta el tiltimo valor de nivel para el cuél todavia tocamos a
la regién de carteras. Ese punto de tangencia determina la cartera éptima. Véase la figura (7)
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Figura 7: Cartera éptima.

4 Determinacion cualitativa de una funcion de utilidad.

El concepto maés dificil de aprehender en todo esto es sin duda el de funcién de utilidad.

Vamos a describir a continuacién un sencillo ejemplo de cémo determinar (o mejor, consensuar) una cierta funcién
de utilidad. Es un planteamiento un tanto ingenuo (digamos que de primer orden), pero que contiene las ideas esenciales
y puede dar lugar a una discusion participativa en la que se inste a pensar en las distintas actitudes ante el riesgo
inversor (un concepto en realidad mucho més amplio que el de las inversiones, de hecho, un capitulo de la Sicologia).

Recordemos que lo importante no es la funcién de utilidad sino sus curvas de nivel.

En lo que sigue vamos a buscar una funcién de utilidad en la que las curvas de nivel son rectas paralelas. Basta
pues que se determine una de las rectas.

e Necesitamos un punto de referencia en el plano riesgo-retorno.



Pensemos en una loterfa, A, juego de cara/cruz, en la que si apostamos 10, 000 obtenemos 20, 000 a cambio, con
probabilidad 1/2, o perdemos lo apostado, con probabilidad 1/2.

La rentabilidad R4, de A, es la variable aleatoria

1, con probabilidad 1/2
Ry =
—1, con probabilidad 1/2

Asi que el retorno de A es 0 y el riesgo es 1. Las coordenadas de A son (1,0).
A este juego/activo le adjudicamos una determinada utilidad, cuyo valor es irrelevante. Aditamos que nos es un
juego muy atractivo, no nos interesa ni mucho ni poco, casi nos da igual.

e Planteamos ahora una segunda loteria, B, en la que hay que determinar un determinado ingrediente para que
lo consideremos de la misma utilidad/interés que el anterior.

La loteria B a la que nos referimos es una en la que para entrar hay que apostar 100,000. Con probabilidad de
8/9 perdemos la apuesta. Y con la probabilidad restante, 1/9, obtenemos una cierta cantidad x por determinar.

Se trata ahora de decidir, de consensuar, que valor tiene que tener x para que esta loteria empiece a resultarnos
“razonable”, més precisamente equivalente en interés al insulso A. Conviene no olvidar el nivel de la apuesta
requerida (de 100, 000).

Pongamos que hemos determinado que un valor de x de 10;000, 000 ya es razonable. Para este caso la rentabilidad
Rp viene dada por

99, con probabilidad 1/9

Rp
—1, con probabilidad 8/9
que tiene retorno 10.11 y riesgo 29.86

La recta que une a las dos loterias/activos A y B en el plano riesgo-retorno determina una curva de nivel de la
funcién de utilidad. Las otras curvas de nivel son las rectas paralelas a ésta. Véase la figura (8).

35
30

25

N
=]
T

curvas de nivel de la funeién de utilidad

eje de retornos
=
&
T

-5 0 5 10 15 20 25 30 35
eje de riesgo

Figura 8: Uan funcién de utilidad.



