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LA ETAPA EMPIRICA DEL CALCULO

Se describe la naturaleza y se hace un
analisis tematico de los problemas mas
representativos de la etapa empirica del
Célculo Infinitesimal. Con el uso de
"indivisibles” e "infinitamente pequefios"
prima la argumentacién heuristica sobre la
apodictica, pero la fecundidad de las nuevas
técnicas fue asombrosa. Soslayando Ila
rigidez de la exhaucion griega mediante
artificios geométricos se resiente el rigor
impecable de la geometria griega, pero se
ingenian maghnificos procedimientos
heuristicos de rapido descubrimiento,
abriendo el paso hacia la generalizacion y
unificacion de los problemas y métodos
infinitesimales, es decir hacia la elaboracion
del algoritmo que desarrollan Newton vy
Leibniz.

1. LOS ANTECEDENTES GRIEGOS.
La tempestad provocada por el descubrimiento

pitagérico de los irracionales y la inquietud que
introdujeron en el mundo griego las paradojas de
Zenoén de Elea, precipité una profunda crisis de
fundamentos en la Matematica que trajo consigo
el "horror al infinito". Con el descubrimiento de
las magnitudes inconmensurables las magnitudes
geométricas ya no podian ser medidas mediante
nameros, por lo que quedaban afectadas y
debian ser reconstruidas todas las pruebas
pithgoricas de los teoremas que utilizaban
proporciones. Para conjurar la crisis de
fundamentos habia que soslayar el concepto
infinitesimal de ndmero irracional. Eudoxo de
Cnido, de la escuela platénica, resolvié de forma
brillante la antinomia radical entre finito e infinito.
Introduciendo el concepto de "tan pequefio como
se quiera", equivalente a nuestro proceso de
"paso al limite", encuentra de forma provisional,
con su teoria de magnitudes, una escapatoria a
los problemas planteados por el infinito y lo
inconmensurable, mediante un recurso genial que
desarrolla en tres estadios: una definicion
(igualdad de razones), un axioma (axioma de
Eudoxo- Arquimedes o axioma de continuidad) y
un método (el método de exhaucién). La solucion
de Eudoxo fue un magnifico exito cientifico, pero
trajo como secuela que la filoséfia platénica
impusiera el rigor l6gico como supremo valor, lo
que cristalizaria en la  sistematizacion
axiomatico-deductiva de la Geometria griega
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elemental en la compilacion enciclépedica de
"Los Elementos" de Euclides, estableciendo un
severo modelo de exposicién y demostracion en
Geometria que presidira casi toda la produccion
matematica griega posterior, o por lo menos la
gue nos ha llegado en los grandes tratados
clasicos.

En manos de Arquimedes el método de
exhaucion, conjugado con su genial y heuristico
método mecanico de descubrimiento ("método de
la palanca”, que Arquimedes describe en su obra
"El' método relativo a los teoremas
mecanicos"), se convierte en un poderoso

instrumento infinitesimal rigurosamente logico
que le permite alumbrar intuitivamente y
convalidar apodicticamente numerosos

resultados sobre cuadraturas, cubaturas y centros
de gravedad, que hoy obtenemos con nuestros
perfeccionados y rigurosos algoritmos
infinitesimales, y con los que Arquimedes,
trascendiendo "Los Elementos” de Euclides,
ampli6 de forma considerable el acervo
matematico de su época.

Pero el respeto absoluto al paradigma estilistico
euclideo  cercena  considerablemente las
posibilidades de expresion y oculta la via del
descubrimiento: el "ars inveniendi" de Galileo,
guedando de manifiesto en exclusiva la via
apodictica: el "ars disserendi". El Analisis
geométrico griego (que Proclo atribuye a
Hipécrates de Quios, aunque es descrito por
Platon en "La Republica" y por Pappus en la
"Coleccion Matematica') era una fecunda
heuristica geométrica, el instrumento
fundamental de investigacibn y creacion
matematica; pero, alcanzada tras el Analisis la
Sintesis, en presencia de la demostracion
sintética cualquier Analisis era superfluo y como
tal se suprimia de los grandes tratados. De esta
forma, los griegos ocultaban la forma y el camino
utilizados en la obtencién de sus magnificos
resultados matematicos. Esto sucede en las
grandes obras clasicas como "Los Elementos"
de Euclides o "Las Cobnicas" de Apolonio y
también en las obras de Arquimedes, que no dan
ni la mas ligera indicacion de cémo se habian
descubierto los magnificos resultados que
describen.
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Los matematicos de los siglos XVI y XVII acogen
con fruicion y entusiasmo las obras clasicas, que
ahora estaban a su disposicion, pero
preocupados porque el estilo sintético de
exposicion de la Geometria griega, y en particular
de las obras de Arquimedes, privaba a los
investigadores de la forma en que habian sido
descubiertos los  resultados, todos los
matematicos manifiestan, junto a su admiracion,
una cierta perplejidad y extrafieza, ante la lectura
de los clasicos. Quiza es Descartes el que con
mayor claridad denuncia (en la regla IV de las
"Reglas para la direcciéon del espiritu”) la
insatisfacion de una curiosidad frustrada por la
ocultacion de los métodos de descubrimiento de
la Geometria griega.

Hay dos honorables excepciones que son, por
una parte, Arquimedes con su obra "El Método"
(donde describe los procedimientos mecanicos
que le condujeron a sus brillantes
descubrimientos), que aunque perdida hasta
1906, actué sin duda como variable oculta, y por
otra, Pappus con el llamado "Tesoro del
Andlisis" del Libro VII de "La Coleccion
Matematica”, donde se reproduce parte de la
Geometria griega anterior, pero de una forma que
se patentiza el camino que sigue la investigacion
matematica. Desgraciadamente la obra de
Pappus fue ignorada o desconocida por los
escritores arabes, intermediarios en el transito a
occidente de la cultura clasica griega,
permaneciendo oculta en manuscritos griegos
originales que vieron de nuevo la luz en los siglos
XVI 'y XVII, bajo el nuevo espiritu humanista de
Commandino, Vieta, Fermat y otros muchos, que
se propusieron la traduccidn, recuperacion y
restauracion de las obras antiguas. Estos dos
matematicos griegos, Arquimedes y Pappus, son
los Unicos en toda la Geometria griega que dan a
conocer la via heuristica de los descubrimientos,
via analitica en el caso de Pappus y también via
mecanica en el de Arquimedes.

2. NATURALEZA DEL CALCULO DEL SIGLO
XVII.

La Matematica del siglo XVII presenta una
inflexion radical respecto a la Matematica clasica
griega. El paradigma estilistico y demostrativo
gue impuso la filosofia platénica, cuyo exponente
mas representativo es la obra de Euclides "Los
Elementos", es violado por el principio de que lo
que importa es la consecucion de nuevos
resultados, aunque sea sin expresion rigurosa. Se
trata de crear y descubrir, se impone el lema
"primero inventar, después demostrar".

La Matematica griega es ponderada por su alto
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grado de rigor y es la fuente de formacion y de
inspiracion de los mateméticos, pero se
abandonan y critican sus métodos porque no son
heuristicos. En efecto, el camuflaje permanente
del infinito convierte a casi toda la Matemética
griega  en Geometria y el tratamiento
absolutamente riguroso de los problemas
infinitesimales requiere un subterfugio:"el método
de exhaucion" de Eudoxo, que obliga a tratar
cada problema de forma particular, dependiendo
de su estructura geométrica concreta, ademas de
precisar un método complementario para prever
los resultados. Por eso en el siglo XVII, tras la
recuperacion, reconstruccion, divulgacion vy
asimilacion del legado clasico, se impuso un
nuevo clima psicolégico y una nueva actitud
hacia los problemas matematicos, que permitio el
desarrollo de multitud de nuevas técnicas
infinitesimales, ya que era general el deseo de
encontrar nuevos métodos para resolver
rapidamente los problemas que las nuevas
condiciones sociales planteaban, métodos que
permitieran obtener de forma directa los
resultados, aunque hubiera que echar por la
borda el rigor.

Las especulaciones de la Escolastica medieval
sobre el infinito y el continuo propiciaron que los
matematicos posteriores no fueran refractarios a
la utilizacién de las técnicas infinitesimales. El
Algebra simbolica de Vieta y Descartes aplicado
al material del Andlisis geométrico recuperado de
los antiguos, facilitd el desarrollo de técnicas
formales que permitieron métodos de rapido
descubrimiento méas que demostraciones
rigurosas. Finalmente la  representacion
algebraica de curvas, via la Geometria Analitica
de Fermat y Descartes, propicid la rapida y
sencilla formulacién para la investigacion de
multitud de problemas de areas, volimenes,
rectificacién, centros de gravedad, tangentes,
maximos y minimos, etc.

Con esta rica miscelanea de ingredientes
matematicos (problemas arquimedianos, técnicas
algebraicas de Célculo, Geometria Analitica y
sobre todo el libre uso del concepto intuitivo de
infinito), el siglo XVII produjo una impresionante
profusion de nuevos resultados, a base de
nuevas técnicas y métodos infinitesimales, que
provocaron una progresiva aritmetizaciéon de
problemas que en la antigiiedad habian tenido un
enfoque estrictamente geométrico.

En particular, respecto del Calculo Infinitesimal,
se abre al comienzo del siglo XVII una etapa
empirica, que cubre los dos primeros tercios de
este siglo, en los que manejando unos elementos
con un estatuto ontolégico no muy bien definido
(indivisibles, infinitamente pequefios, incrementos
evanescentes, cantidades despreciables, etc), se
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desarrollan multitud de técnicas y métodos
infinitesimales, que contribuyen a resolver de
forma  sorprendente  antiguos 'y  nuevos
problemas, bajo la accion de profundas
intuiciones, que supliendo la falta de rigor, evitan
las contradicciones y el absurdo donde podia
haber llevado tanto desenfreno conceptual, y que
conducen, bajo una vision de generalizacion y
unificacion, a la destilacion de un algoritmo
universal, al descubrimiento simultaneo del
Célculo Infinitesimal por parte de Newton y
Leibniz.

Bajo esta perpectiva, resulta que los matematicos
gue desarrollaron el germen del Calculo Integral,
habiendo bebido en las fuentes de los grandes
tratados conocidos de Arquimedes, (que ahora
tenian a su disposicién), donde el método de
exhaucion presidia todo el desarrollo con un
implacable rigor, al intentar soslayar la rigidez de
la exhaucion mediante artificios geométricos que
les condujeran a procedimientos heuristicos de
rapido descubrimiento, se aproximan de forma
sorprendente a la técnica del método mecanico
del "Método" de Arquimedes. Esto es
particularmente cierto en el caso de B.Pascal
(que aplica ingeniosamente su "método de la
balanza", llamada "balanza de Arquimedes" en
los famosos problemas sobre la cicloide), y sobre
todo, en el caso de Cavalieri, con sus indivisibles.
Aungue el siglo XVII no dispuso del "Método" de
Arquimedes, el cimulo de analogias con éste es
evidente, lo que hace comprensible el que
muchos matematicos de esta época estuvieran
convencidos, de que Arquimedes disponia de un
método especial de descubrimiento.

A comienzos del siglo XVII aparecen métodos
infinitesimales que modifican y simplifican los
métodos de Arquimedes, intentando obviar la
necesidad de la doble reduccién al absurdo de la
exhaucion. Con el uso de los indivisibles y los
infinitamente pequefios se resiente el rigor en las
demostraciones y van desarrollandose
consideraciones sobre limites basadas en la
incipiente Teoria de NUmeros.

Para Cavalieri un area estaba formado por un
namero infinito de lineas paralelas o indivisibles,
gue al sumarlos con los recursos algebraicos de
que disponia, podia, por una parte, ratificar los
resultados clasicos (lo que daria seguridad a su
método), y por otra, obtener cuadraturas y
cubaturas no conocidas por los antiguos.
Sorprende la estrecha analogia entre el "Método
de los indivisibles" y el "Método mecanico" de
Arquimedes. Pero Arquimedes tenia muy claro y
asi lo manifiesta en el preambulo del "Método"
que "la investigacion obtenida por este método no
implica verdadera demostracion”, por eso ha de
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confirmar rigurosamente lo que descubre
mediante el método de exhaucion. La analogia
esta en la primera etapa de la creacién, pues
desde luego Cavalieri ya no necesita recurrir al
recurso de la palanca para sumar sus indivisibles,
el Algebra le facilita esta operacion y proporciona
unas posibilidades de generalizacion imposibles
de lograr con la Geométria griega.

El excesivo abuso de la intuicién inmediata de las
magnitudes geométricas y la violacion del
principio de homogeneidad espacial dimensional
con los indivisibles, provocaba que no hubiera en
el ambiente matemético un consenso acerca del
valor demostrativo de los métodos utilizados.
Algunos concebian el método de los indivisibles
como simplemente heuristico y creian necesaria
una demostracion por exhaucién (punto de vista
arquimediano). En general se consideraba que
los resultados obtenidos mediante indivisibles
podian justificarse facilmente con la exhaucion,
pero no era necesario porque concebian el nuevo
método inventivo no mas que como un lenguaje
diferente, un estilo distinto de expresar unos
mismos conceptos. Saben que los resultados son
correctos porque saben y pueden probarlos
rigurosamente mediante los métodos de
Arquimedes. Vamos a reproducir algunas frases
representativas de lo que se acaba de exponer:

J.KEPLER (Nova
vinariorum" de 1615):
"[...].Podriamos  obtener = demostraciones
perfectas de los libros de Arquimedes, a
nosotros no nos repele la espinosa lectura de
ellos.”

stereometria  doliorum

P.FERMAT (De aequationum localium....in
quadrandis infinitis parabolis et hiperbolis
[Tratado sobre cuadratura] de 1658):
"[...].Basta hacer esta observacién [sobre las
condiciones para poder aplicar el método de
Arquimedes] una vez para no obligarse a
recordar y a insistir constantemente sobre un
artificio bien conocido de todos los
geoémetras. ...., Asi alcanzamos la conclusion,
que podria ser facilmente confirmada por una
mas prolija prueba llevada a cabo a la manera
de Arquimedes.[...]."
B.CAVALIERI (Geometria Indivisibilibus
continuorum ....) de 1635:

"[...]. Se podria demostrar todo ésto utilizando
las técnicas arquimedianas, pero supondria
un gran esfuerzo."

B.PASCAL (Lettre a Carcavi,):

"[...]. He querido hacer esta advertencia para
mostrar que todo lo que esta demostrado por
las verdaderas reglas de los indivisibles, se
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demostrara también con el rigor y a la manera
de los antiguos [como Arquimedes]: y que asfi
ambos métodos no difieren mas que en la
manera de hablar."”

I.BARROW (Lectiones Geometricae de 1670):
"[...]. Se podria alargar mediante un discurso
apagogico [mediante la doble reduccion al
absurdo del método de exhaucion], pero ¢para
quée? "

J.WALLIS (Arithmetica infinitorum de 1656):
"[...]. Este  procedimiento es altamente
heterodoxo, pero puede verificarse mediante
el bien conocido método apagogico de
figuras inscritas y circunscritas, lo que es
supérfulo, porque la frecuente iteracion
produce nausea en el lector. Cualquiera
ducho en Matematicas puede realizar tal
prueba."

C.HUYGENS (Horologium oscillatorium de
1673):

"[...]. No es de gran interés el que demos una
demostracién absoluta, después de haber
visto que una perfecta demostra cién puede
ser dada. Concedo que deberia aparecer en
una forma clara, ingeniosa y elegante, como en
todos los traba jos de Arquimedes. Pero lo
primero y mas importante es el método de
descubrimiento mismo."

Las frases transcritas son muy significativas para
comprender la enorme influencia de Arquimedes
sobre los matematicos del siglo XVII, pero sirven
sobre todo para mostrar la primacia de la
argumentacion heuristica sobre la apodictica, de
la ponderacion del método de descubrimiento por
encima de la expresion rigurosa.

El método de lo indivisibles recibi6 acerbas
criticas dirigidas contra su propia naturaleza,
debido al problema que plantean sobre la
estructura del continuo, toda vez que
contradecian la doctrina aristotélica del continuo,
como divisible en partes del mismo tipo que la
magnitud  original, divisibles de nuevo
indefinidamente. Por eso Fermat, Roberval,
Wallis y otros, recogen estas criticas e intentan
modificar los procedimientos de Cavalieri, para
evitar los errores de dimensionalidad,
manifiestando que no se toman segmentos para
la suma de todas las ordenadas, sino rectangulos
de anchura infinitesimal, "infinitésimales", lo que
desde el punto de vista del rigor no representa un
gran progreso, pero salva, mejor que peor, la
homogeneidad. Con ello se abre la segunda
etapa del Calculo Infinitesimal, sustituyendo los
"indivisibles" por los "infinitamente pequefios" de
igual dimensién geométrica espacial que la figura
a la que pertenecen. Como no se sabe muy bien

50

lo que es una magnitud infinitesimal ni lo que
debe entenderse por una suma de infinitos
sumandos, el rigor brilla por su ausencia, pero
como contrapartida la fecundidad de los nuevos
métodos fue asombrosa.

3. ANALISIS TEMATICO DEL CALCULO DEL
SIGLO XVII ANTERIOR A NEWTON Y LEIBNIZ

El Calculo del siglo XVII estuvo esencialmente
vinculado a la investigacion sobre curvas. Se
insistio inicialmente en las curvas conocidas por
los griegos (las conicas de Menecmo y Apolonio,
la cuadratriz de Dinostrato, la concoide de
Nicomedes, la cisoide de Diocles, la hippopede
de Eudoxo, la espiral de Arquimedes, etc), pero
en seguida esta coleccion se vio complementada
por multitud de nuevas curvas, entre las que
sobresalen "las pardbolas, hipérbolas y espirales
generalizadas o de orden superior" (Ilamadas de
Fermat), "el caracol de Pascal’, "el folium de
Descartes”, "la curva de Lamé", "la espiral
logaritmica", "la kappa-curva", "la curva
tangentoidal”, y ante todo la reina de todas las
curvas: "la cicloide".

Contrariamente al punto de vista estatico que fue
casi exclusivo (salvo quizd en el estudio de la
espiral de Arquimedes) en el tratamiento de las
curvas en Grecia, en el siglo XVII se abre paso
en seguida el punto de vista cinematico, de
manera que desde el principio los problemas de
diferenciacion se presentan no sélo a propésito
de tangentes sino también de velocidades.
Particularmente el estudio de la espiral
logaritmica y de la cicloide contribuye a la
simbiosis de los métodos geométricos con los
cinematicos. En efecto, una curva se puede
considerar como "la trayectoria de un punto en
movimiento" y la tangente como la recta que
"pasa por dos posiciones consecutivas’. El
principio de la composiciébn de movimientos y
mas precisamente de la composicion de
velocidades permite a Torricelli, Roberval y otros,
disponer de un método general de obtencion de
tangentes, para curvas que se pueden definir
cineméticamente.

Y todo ello a pesar de Descartes que trataba
desdefiosamente de "mecénicas" a las curvas no
algebraicas, y pretendia su exclusiébn de la
Geometria. Para curvas algebraicas, Descartes
da un método de obtencién de tangentes, basado
en consideraciones sobre raices dobles, bajo un
punto de vista en absoluto diferencial,
independiente del concepto de limite y que es el
de la Geometria Algebraica. Algoritmos formales
pseudo-diferenciales fueron desarrollados para
facilitar la obtencion de las raices dobles del
método de Descartes con la regla de Hudde y
adelantando la derivacion implicita de funciones
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algebraicas con la regla de Sluse.

Pero no es ésta la forma imperante de pensar y
hacer. En efecto, los métodos algebraicos
sufrirdn un cierto eclipse, absorbidos de forma
provisional por los métodos
cinematico-diferenciales de Roberval, Fermat y
Barrow. Se defiende que las curvas definidas
cinematicamente son como las demas, no hay
por qué hacer distincion, todas pueden estudiarse
por los mismos métodos. La variable "tiempo" en
los trabajos de Barrow se convierte en una
variable independiente universal de la que
dependera la variacion simultdnea de varias
magnitudes, como base de un Célculo
Infinitesimal de tendencia geométrica, ideas que
son el punto de partida de Newton, para quien
sus “fluyentes" son las distintas magnitudes
funciones de un tiempo, que es un parametro
universal, mientras sus "fluxiones" son las
"derivadas" respecto al tiempo, lo que supone la
culminacion de los métodos cinematicos.

Otro aspecto decisivo del Célculo del siglo XVII
es que se empieza a intentar una clasificacion de
los problemas. Los problemas de diferenciacién
aparecen bajo tres aspectos: velocidades,
tangentes y maximos y minimos. Fermat unifica
los tres aspectos e inicia el argumento diferencial
de "incrementar la variable independiente" y
valorando el correspondiente incremento de la
funcién considerar por primera vez (aunque
manteniéndose en el terreno de lo operativo y
algebraico) el cociente incremental que definira la
primera derivada. Por ello Laplace y la mayor
parte de los matematicos franceses consideran a
Fermat como el verdadero descubridor del
Célculo Diferencial. Coordinados los aspectos
vinculados a la primera derivada, hay que decir
gue los relativos a la segunda derivada tardaran
bastante mas en unificarse, lo que llevara a cabo
Huygens a proposito de las evolutas y del radio
de curvatura de una curva.

Respecto al Calculo Integral se estudiaban desde
la época clasica griega, los problemas de
cuadraturas, cubaturas y centros de gravedad. El
siglo XVII ampliard considerablemente el nimero
de cuadraturas y cubaturas en relacion con la
ingente cantidad de nuevas curvas que se
definen, afade la rectificacién de curvas y el
calculo de superficies de revolucion (en la
antigledad so6lo Arquimedes habia tratado los
casos particulares de la rectificacion de la
circunferencia en "Sobre la medida del circulo”
y la superficie de la esfera en "Sobre la esfera y
el cilindro"). Se emprenderia una clasificacion
de los problemas segun la naturaleza de la
"integral subyacente". Para areas y volimenes el
paso fundamental lo da Cavalieri con sus
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indivisibles, donde reconoce que muchos de los
problemas resueltos por Arquimedes se reducen
a la cuadratura de x", para n=1,2. Sigue
inmediatamente el intento de generalizar la
cuadratura de Cavalieri para n racional distinto de
-1 (para n=-1, la llamada cuadratura de la
hipérbola de Apolonio se tardaria bastante mas
tiempo en resolver), con una profusion de
brillantes resultados sobre cuadraturas de
hipérbolas y parabolas generalizadas, algunas
obtenidas por indivisibles o infinitesimales,
(Roberval, Pascal,...), otras mediante cuadraturas
aritméticas (que se basarian en el modelo de la
cuadratura de la espiral por Arquimedes) por
medio de diversas férmulas para la suma de las
potencias de los primeros enteros obtenidas por
consideraciones sobre nudmeros poligonales
(Fermat) o sobre el tridngulo aritmético (Pascal);
otras obtenidas empiricamente a base de una
buena dosis de induccién incompleta (Wallis) y
otras por originales métodos como el de la
progresion geométrica de Fermat.

De esta forma todos los problemas sobre areas y
volimenes podian reducirse a cuadraturas. Dos
problemas se consideraban equivalentes cuando
dependian de la misma cuadratura. Por ejemplo
Cavalieri demuestra que el problema del volumen
de la piramide y el de la cuadratura de la
pardbola son equivalentes porque ambos
dependen de la cuadratura de x2. Se disponia por
tanto de una forma de clasificar los problemas
segln el grado de la dificultad de la cuadratura a
gue daban lugar.

Si a ésto le afiadimos que tanto Pascal como
Barrow, obtienen mediante consideraciones
geométricas resultados asimilables a los métodos
de integracion por partes e integracion por
cambios de variable, resulta que los matematicos
del momento pueden resolver ya infinidad de
problemas que se reducen a cuadraturas
elementales. Todo ello al inmenso precio de dar
la espalda al pasado y aceptar el buscar la
justificacion de los métodos nuevos en la
fecundidad de los resultados y no en el
argumento riguroso.

Pero todavia quedaban por resolver los arduos
problemas de la cuadratura del circulo y de la
hipérbola de Apolonio, a lo que se enfocan cieros
trabajos de Saint-Vincent, Mercator, Wallis,
Gregory y Newton, mediante procedimientos de
interpolacién indefinida de funciones circulares y
logaritmicas, que pronto daran lugar con Newton
y Leibniz a los métodos generales de desarrollo
en serie. Entre los algoritmos infinitos obtenidos
sobresalen los sensacionales descubrimientos de
la serie de Mercator para el logaritmo en relacién
con la cuadratura de la hipérbola:
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xZ x® x*
log(l+X)=Xx- —- —- "+
g1 +x) > 3 4

asi como el desarrollo de Wallis de p/2 en
producto infinito:

ambos en relacién con la cuadratura del circulo.

Los problemas de la rectificacién de curvas se
resolvieron mas tardiamente. Histéricamente la
primera curva rectificada después del circulo fué
la espiral logaritmica (llamada por Torricelli
"espiral geométrica para distinguirla de la espiral
de Arquimedes, que seria la "espiral aritmética").
El problema fue resuelto por medios cinematicos
hacia 1640 por Roberval y Torricelli. Neil
resuelve hacia 1658 Ila rectificacion de la
parabola semi-cibica kx2=y®, llamada "parabola
de Neil", mientras Roberval y Wren consiguen
rectificar la cicloide hacia 1659. Por las mismas
fechas Pascal obtiene la igualdad de la longitud
de la espiral de Arquimedes con la de una
parabola (Egalité des lignes spirale et parabolique
de "Les Lettres de A. de Dettonville").
Respondiendo a estos éxitos de Wren y Pascal,
Fermat escribe hacia 1659 un tratado general
sobre rectificacion ("De linearum curvarum cum
lineis rectis comparatione  dissertatio
geometrica”) en el que aplicando el material
desarrollado en sus cuadraturas y con base en la
parabola de Neil obtiene la rectificacién de una
familia infinita de curvas. Varios matematicos
reducen la rectificacion de la pardbola a la
cuadratura de la hipérbola, ejemplo importante
porque aparece como caso particular segun el
cual la rectificacibn de la curva y=f(x) se
corresponde con la cuadratura de la curva
y=[1+f(x)’]"%, de manera que el problema de la
rectificacion forma una transicibon geométrica
natural entre la diferenciacion que presupone y la
integracion a la que se reduce, contribuyendo a
vincular asi los dos tipos fundamentales de
problemas del Calculo: las tangentes y las
cuadraturas.

Precisamente el descubrimiento de que tales
problemas, las cuadraturas y las tangentes, son
en cierto modo inversos uno del otro, cuestion
vislumbrada por Barrow (aunque el abstruso
lenguaje geométrico-sintético que utiliza le
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impidié advertir que habia descubierto el nudo
gordiano del Calculo Infinitesimal, el instrumento
esencial para realizar las cuadraturas via la
operacion inversa de calculo de la tangente, es
decir la antiderivacion), en la mente de Newton y
Leibniz fragué de tal forma, que constituyd un
componente esencial, en la sistematizacion del
Célculo por ambos, destilando de la rica
miscelanea de técnicas infinitesimales anteriores
un poderoso algoritmo instrumental para el
calculo sistematico de areas y tangentes.

4. CONCLUSIONES.

Se ha descrito la naturaleza y los problemas mas
representativos de la etapa empirica del Calculo
Infinitesimal. En ella se ha dilapidado en general
el rigor impecable de la exhaucién griega, pero se
han ingeniado magnificos métodos heuristicos de
rapido descubrimiento.

A partir de aqui se plantea histéricamente la
necesidad de dos hechos fundamentales: a) la
generalizacion y unificacion de los problemas y
métodos infinitesimales, es decir la elaboracion
de un algoritmo aplicable a todos los problemas y
b) la reformulacion sobre bases rigurosas del
nuevo Analisis Infinitesimal. La parte a) es lo que
llamamos el descubrimiento final del Célculo por
Newton y Leibniz. La parte b) es la puesta en
orden légico del Calculo, que realiza Cauchy y
sus continuadores, la llamada Aritmetizacion del
Andlisis.

Puede decirse que el Célculo anterior a Newton y
Leibniz es una ingente casuistica de métodos
heuristicos, aplicados a problemas geométricos
especificos, que se resuelven mediante técnicas
ad hoc, obteniéndose multitud de resultados
particulares que, al traducirlos al lenguaje
moderno, muestran los conceptos esenciales del
Célculo, que del alguna manera yacian en ellos,
pero de forma tan fragmentaria que soélo se
referian a problemas individuales y no a teorias
generales. Pero la perspectiva de generalizacion
estaba implicita en esos métodos. Si no se acerto
a encontrar la técnica algoritmica general bastan-
te tuvo que ver en ello el lenguaje matematico al
uso, todavia primitivo, que se utilizaba. El gran
acierto de Leibniz es precisamente la elaboracion
de una notacién especialmente afortunada, tan
identificada con los propios conceptos y tan
significativamente definitiva, que, a veces, nos
resulta inevitable utilizarla, anacronicamente,
para exponer los resultados infinitesimales de sus
predecesores. Su virtuosismo en la creacion del
simbolismo le permitiria traducir en férmulas los
resultados y en algoritmos los métodos, tanto los
de sus antecesores como los descubiertos por él
mismo, lo que a su vez le facilitaria la utilizacion
de los recursos algebraicos para independizar el
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discurso matematico de las figuras geométricas y
con todo ello reconocer y aislar los conceptos
fundamentales del Célculo Infinitesimal, creando
un cuerpo de doctrina dotado de algoritmos
eficaces, es decir funcionando como un Célculo
operacional que resuelve todos los problemas
planteados anteriormente, mediante
procedimientos uniformes y con una proyeccion a
nuevos y mas complicados problemas, como un
potente instrumento de investigacion. En
palabras del propio Leibniz, se trataba de hacer
con las técnicas del Calculo lo mismo que habia
hecho Vieta con la Teoria de Ecuaciones y
Descartes con la Geometria.

No es facil delimitar el nivel de contribucion de
cada matematico al nacimiento del Calculo
Infinitesimal.  Mientras  ciertas  creaciones
matematicas de la época tienen un sello
poderosamente individual como la Dinamica de
Newton, la Geometria Proyectiva de Desargues,
la Teoria de Numeros de Fermat, en lo que al
Célculo se refiere el descubrimiento se fue
fraguando de una forma gradualmente atomizada
en lentas transiciones casi imperceptibles
mediante la inevitable y sucesiva aparicion de
nuevos conceptos, métodos y técnicas que un
amplio y brillante elenco de matematicos iban
entrelazando entre si de forma casi inextricable.

A lo largo del recorrido de la etapa empirica del
desarrollo del Calculo anterior a Newton y
Leibniz, se van poniendo de manifiesto hechos
muy significativos (el incremento de la variable
independiente de Fermat y Barrow, el triangulo
caracteristico y sus semejantes vinculados a
cada punto de la curva, la relacién inversa entre
cuadraturas y tangentes, etc.) y sobre todo se va
abriendo paso lenta y subrepticiamente el
concepto de limite. Aungue muchos matematicos
aplican intuitivamente nociones muy préximas a
las nuestras, contextualizando sus resultados se
advierten las dificultades inherentes al ejercicio
del pensamiento aritmético en términos de
limites, que tan imprescindible se fue
manifestando durante dos siglos en la ardua tarea
de reconstruir y sistematizar el Andlisis, con
fundamentos rigurosos.

Como conclusion, Newton y Leibniz, bajo
concepciones Yy métodos infinitesimales
diferentes, fueron capaces de separar la ganga
geométrica de los resultados de sus antecesores,
encontrando el principio general que les
permitiria reducir las operaciones fundamentales
del Calculo Infinitesimal a un algoritmo
universalmente valido, produciendo un cambio
sustancial en el tratamiento y resolucion de los
problemas. Recogiendo todos los componentes
de "lo heuristico" de la fase empirica anterior,
Newton y Leibniz, sin afladir grandes cotas de
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rigor, desarrollan "lo algoritmico" con la
fecundidad, coherencia y generalidad de sus
diferentes sistemas infinitesimales, abriendo la
puerta a "lo riguroso" del Analisis moderno.
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