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APLICACION DE LA MATEMATICA BORROSA
A LA GESTION DEPORTIVA

Alfredo Juan Grau Grau
algrau@postal.uv.es

1. INTRODUCCION

En estas ultimas décadas la gestion de las actividades relacionadas con el deporte ha
tomado un papel relevante para las instituciones deportivas del nuevo milenio; dado el
creciente interés mostrado por la sociedad en general (sobre el fichaje de sus deportistas)
y los medios de comunicacién en particular. En muchos casos las cantidades pagadas
pueden producir verdaderos escalofrios, los cuales pueden llegar a agudizarse al pensar
que quizas el candidato elegido no dara el rendimiento suficiente para compensar los
costes asociados a su contratacion. A la luz de este razonamiento, la matematica borrosa,
aporta un conjunto de algoritmos que permiten establecer en gran medida la idoneidad
del deportista, el cual ha de reunir ciertas cualidades que lo hagan adecuado para la
posicion o posiciones que debe ocupar en un determinado equipo.

2. METODOLOGIA

El procedimiento que se propone es sencillo, y permite ser aplicado de manera inmediata
en infinidad de situaciones. Este método se sustenta en cuatro fases:

1) Establecer el “perfil idoneo” de cada posicion en el equipo.

2) Buscar para cada una de estas posiciones los deportistas susceptibles de ocuparlas.

3) Realizar las pruebas convenientes para obtener el perfil concreto de cada deportista.
4) Determinar el grado de cercania entre los perfiles idoneos y los de cada candidato.

Aquel jugador que mas se acerque al ideal buscado para cada posicion sera el mejor
considerado para desempenar sus habilidades en el futuro equipo. Los descriptores de las
cualidades que permiten decidir la adquisicion de los servicios de un deportista por parte
de un Club Deportivo, entre otras, podrian ser:

- Psico-sociales: actitud ganadora, nivel de disciplina, capacidad de liderazgo...

- Fisicos: resistencia al dolor, velocidad media, potencia muscular...

- Técnicos: posiciones atacantes, posiciones defensivas y posiciones mixtas.

Seguidamente resulta imperante el establecimiento del “perfil idoneo” de un deportista, y
para ello se recurre a la teoria de los subconjuntos borrosos. El nimero de cualidades

exigidas es igual a n (numero finito), las cuales formaran un conjunto llamado E:

E={E,E,, ...,E.} [1]
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Cuando se tienen establecidas las cualidades inherentes a la actividad a desarrollar por el
deportista se solicita la opinién de varios expertos, para que indiquen el nivel 6ptimo’
que deberia poseer el “deportista idoneo”. Asi pues, para las cualidades Ey, E,, ..., E,, se
establecen unos niveles p, [, ..., Uy respectivamente, es decir w; € [0,1],1=1,2, ..., n.
De manera que, el descriptor del deportista idoneo puede ser representado mediante el
subconjunto borroso D, y disponiendo sobre la mesa del conjunto de m candidatos en
posesion de la cualidades requeridas se inicia una de las tareas clave para el éxito del
proceso que consiste en asignar a cada uno de ellos los niveles para cada una de las
cualidades; designado por P;. A estos efectos, los expertos han de tener amplio
conocimiento de las aptitudes del deportista objeto de andlisis obteniéndose asi un
subconjunto borroso con tales caracteristicas. La matriz de cualidades seria:

E1 E2 E3 En—l En
D= LLi L 3 Hn-1 Hn
P= d 1,0 s G 1,0

en donde ui(j) € [0, 1] representa el nivel de la cualidad i, 1 =1, 2, ..., n, poseida por el
deportista candidato j,j=1, 2, ..., m.

2.1. La distancia de Hamming

El siguiente paso va a permitir una primera aproximacion al proceso optimo de decision.
Ahora se determina un orden de prelacion entre los deportistas candidatos; desde el méas
idéneo hasta el menos deseable. Esto sera posible gracias al concepto de “distancia” o
grado de “alejamiento” existente entre el perfil idoneo y el que describe a cada uno de
los deportistas susceptibles de ocupar un puesto. Esta idea que gira en torno al concepto
de distancia se puede cuantificar segun las aportaciones de Kaufmann y Gil Aluja
(82,87,93) mediante la “distancia relativa de Hamming”; la cual penaliza tanto al jugador
que no llega al nivel exigido como al que posee niveles superiores a los demandados, y
cuya expresion analitica propone:

3(D8)= 42| ut 2]

Si consideramos los jugadores A, B, C, D y E una vez halladas las distancias entre el
perfil idoneo y los perfiles de cada uno nos encontramos en disposicion de establecer un
orden. Aquél que exprese un grado de alejamiento “menor” con respecto al “idoneo’’sera
el candidato mas cercano al Optimo. Asi se optaria por conseguir los servicios del
jugador B; de no poder ser, los de D, y asi sucesivamente, a saber:

8(D,.B) <8(D,.D)<8(D,.A) <5(D,.E) <8(D,.C) [3]

Dado que las cualidades pueden tener una importancia relativa distinta, cabe introducir la
posibilidad de asignarles unos pesos distintos a cada una de ellas, dentro del intervalo

! El grado o nivel de cada cualidad se cuantificara segun la escala seméntica endecadaria aplicada en los trabajos de
los profesores Kaufmann y Gil Aluja, desarrollados en el campo de la matematica borrosa; especificandose de la
siguiente forma: [1] perfecto, [0.9] muy bueno, [0.8] bueno, [0.7] bastante bueno, [0.6] mas bien bueno, [0.5] regular,
[0.4] mas bien malo, [0.3] bastante malo, [0.2] malo, [0.1] muy malo, [0] pésimo.
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[0,1]. Estos coeficientes vienen determinados por w;, 1 = 1, 2, ..., n, y sera el equipo
técnico quien valorara esos pesos, siendo: vi=m;/ 2mi, V=0 2L, ..., Vi=0,/ 2m;. La
distancia de Hamming, seré sustituida por la nueva expresion:

7(D,2)=3 v, |w-n [4]
-1

dondej=1,2, ..., m, y ademas se volveria a acometer la operacion descrita en [3].

2.2. Aportaciones del coeficiente de adecuacion

Hasta ahora subyace el razonamiento que implica sancionar de la misma manera no
llegar al nivel exigido en cada cualidad, como sobrepasarla. En contraposicion, en
muchos casos si es conveniente penalizar cuando para una cualidad no se alcanza el nivel
requerido (no recompensando ni castigando cuando se supera). Con el afan de poder
acercarse a este ultimo postulado surge el llamado “coeficiente de adecuacion”. Se
construye para cualquier deportista P, j=1, 2, ..., m, a un puesto del equipo D, cuando

se exigen la caracteristicas E;, i = 1, 2, ..., n.Se representa por ¥ y formula los

siguientes supuestos:

Si: ui(j) > ui(d), i=Ei, Ey, ..., En Si: },Li(j) < ui(d), 1=Ey, Ey, ..., Eq
j=P1,P2,...,Pn j=P1,P2,...,Pn [5]

entonces se hard: k; j > d) =1 se asumira que: k; (j > d) =1- p@ + pi(j)

Se describe el coeficiente de adecuacion k (j — d) referente a un deportista P;j, como:

k(j—)d)=Agki(jadﬁ%Z;:[l/\(l-ufd)p?))} 6]

cabe recordar que j = Py, Py, ..., P, y que la jerarquia de prelacion es contraria con la
expuesta en [3], es decir ahora de mayor a menor.

2.3. Indice de maximas facultades. Indice de maximo y minimo nivel

Existe paralelamente a estas conjeturas otra concepcidon distinta que penaliza
progresivamente el alejamiento de la posicion de “maximas facultades” en todas y cada
una de las cualidades. Esto implica considerar que el perfil idoneo fuera el de un
deportista superdotado que posee todas las propiedades del nivel mas alto. El nuevo
subconjunto borroso y distancia de Hamming, vendra dados respectivamente por:

E1 E2 E3 te En-l En
1 1 1 1 1

n(D,.B )= %{i(l-uf” )} [7]

i=1

O
I

Por otra parte, no siempre los expertos aceptan que, para todas las cualidades, el
excedente de capacidad del deportista sobre el nivel exigido deba ser castigado (tesis de
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Hamming). Por ello, resulta imperante considerar tan bueno si se llega a dicho nivel
como si se sobrepasa, pudiendo utilizar el coeficiente de adecuacion sin reservas
afiadidas. Esto introduce la consideracion no solo del maximo nivel, sino también de un
minimo nivel. Tomando nuevamente las cualidades E;, i =1, 2, ..., m, y considerando un
grupo de I aspirantes, y recabadas las informaciones sobre el descriptor del “jugador
1déneo”, el subconjunto borroso seré el que a continuacion se describe:

E1 E2 E3 e Em-l Em
I= wED) | wE) | wE) | | mEm) | pi(Em)
D= pue(Er) | ped(E2) | ped(Es) | updEma)| ppdEm)
asir=1, 2, ..., m, y ademas se supone que las m cualidades, u = a, b, ..., p, precisan
estos requisitos. Intuitivamente (a, b, ..., p) € [0,1]. Para el resto de cualidades v =c, d,

..., 8 (Cual. u + Cual. v = m), asi cuando un deportista no llega al nivel exigido en el
perfil idoneo es penalizado. En cambio, cuando sobrepasa dicho nivel no sufre
penalizacién alguna, pero tampoco es primado. Obtendremos de esta forma dos
expresiones, una primera cercana a aquellas caracteristicas mas descriptivas de las
cualidades deseadas aplicando asi la distancia relativa de Hamming y el segundo grupo
que se identifica con un indice de alejamiento del perfil idoneo.Tendremos asi las
siguientes ecuaciones:

P(12)= Vouatow 2| B (E) [8.a]
E(R)= Yo 210V [ E 1 € ] 8.5

Cabe destacar que integrando estas dos expresiones en una, se obtiene el “indice de
maximo y minimo nivel”, y tomaremos el mismo orden que en [3]:

_[o(LR)+¢(LE)]

Cual.u+Cual.v

o(LP.)

, donde Cual. u + Cual. v. =m. [9]

3. SUPUESTO PRACTICO: FICHAJE DE UN EXTREMO IZQUIERA (El)

Apliquemos un caso practico que paulatinamente ird realizando los célculos matematicos
descritos. Supongase que se trata de cubrir la posicién de “extremo izquierda” en un
equipo de futbol. Segtn los expertos, este puesto ha de cubrir seis cualidades (a, b, ..., f),
cuyo conjunto borroso se determina con la siguiente matriz:

a b c d e f perfiles

= | =5 w=1 pe=.8 pa=1 te=.3 ue=l dep. idoneo
W=7 | wV=8 | pM=4 | u=9 | uM=8 | pM=5 | candidato A
wP=4 | =9 | uP=6 | u®=7 | p®=2 | p®=9 | candidato B
=8 | w=1 | pl9=9 | ud9=6 | u9=9 | p{“=7 | candidato C

—~

Q) D > :_HU
I

870



Actas del Congreso de Matematicas XII JAEM

Notacion: a=buena complexion fisica, b=depurada técnica, c=juego de cabeza, d=buen regate, e=dureza
en el juego y f=vision conjunta del juego. D  =perfil idoneoy A, P, y C, los perfiles propios de los

tres jugadores.

Aplicando la distancia de Hamming propuesta en [4], y suponiendo los pesos: ®,=0.2,
op=1, ©=.6, ®=.9, ®=.3 y o=.8 (Z®=3.8); las puntuaciones para los deportistas A, B
y C, considerando v,=.05, vy=.26, v.=.15, v4=.24, v.=.8 y vi=.21, serian:

(D, ,A)=05 .5-7 26| 1-8 [+.15] 8-.4 [+.24] 1-9 +.08| 3-8 +21/ 1-5<0.29.  Para

abreviar se facilita que =n(Dy,B)=0.16 y n(Dg,C)=0.22, con lo cual,
n(DEI,B) < n(DEI,Q) < n(DEI ,15) , conduce a decantarse por el jugador B, ya que es el

EI >

mas cercano al “perfil idoneo”. En este caso se castiga igualmente al jugador que no llega
al citado perfil, como al que lo sobrepasa.

Aprovechando el recurso del coeficiente de adecuacion, que permite sancionar no
alcanzar el nivel deseado pero ni se premia ni se castiga el sobrepasarlo, y utilizando las
relaciones [5] y [6], se obtendran los siguientes resultados: ky(A— Dy, )=1A(1-.5+.7)=1,

kp(A— Dy, )=1A(1-1+.8)=.8, k(A—> Dy, )=1A(1-.8+.4)=.6, ka(A—> D, )=1A(1-.5+.7)=.9,
ke(A— Dy, )=1A(1-.5+.7)=1 y k(A= D, )=1A(1-.5+.7) =.5; de igual modo, se calculan
estos previos para los jugadores B y C, y prosiguiendo se tendra:
k(A— Dy, )=1/6(1+.8+.6+.9+1+.5)=0.48; asi k(B— D, )=0.51, y k(C— D, )=0.53. Bajo

este criterio es el jugador C el que resultaria mas interesante. Recuérdese que
adicionalmente se propuso otro supuesto de exigencia de maximas facultades, que
penalizaba, recuérdese, el alejamiento de la posicion de maximas cualidades, con
respecto a la unidad. Realizando nuevamente los céalculos pertinentes en base a la

ecuacion [7], se tendria que: M(Dy;, A)=1/6([1-.7] +[1-.8] + |1-.4] + [1-.9] + [1-.8| + [1-.5] )
=0.32, y equivalentemente: 1(Dy,B)=0.38 y 1(D,C)=0.18. Asi pues, segin el
orden: n(D C) <T](DEI,A) <n(DEI,B) , de nuevo el jugador idoneo es el C.

< EI> <

Se complementan estos resultados calculando también los indices de maximo y minimo
nivel, respectivamente. La ecuacion [8.a], agrupa las tres primeras cualidades (Cual. u =
buena complexion fisica, depurada técnica y juego de cabeza) y no conviene sobrepasar
el nivel optimo, por el contrario la ecuacion [8.b], indica que es indiferente que el
jugador sobrepase los niveles exigidos, para las restantes cualidades (Cual. v = buen
regate, dureza en el juego y visidon conjunta del juego). Llevando todo esto a la practica,
se analiza para el jugador A que: @u(Dy, A= 5-71=2, o D, A= 1-8F2 y

¢c( Dy, LA)=l 8-4|=4, se corresponden con la cualidades del primer grupo y
La( Dy, ,A)=0v(1-9)=1, LoDy, ,A)=0v(.3-.8)=0 y ({(D,,,A)=0 1-.5]=.5, con las del
segundo. Idénticamente esto se repite para los jugadores B y C; y sustituyendo sus
valores en [9] se obtiene el indice de méximo y minimo nivel, es decir:
o(Dy, ,A)=1/6(.2+.2+.4+.1+0+.5)=0.23; para o(D,, ,B)=0.15 y o(D,,,C)=0.18. Estos

valores numéricos conducen a opinar que el jugador idoneo es el B.
4. CONCLUSIONES FINALES

A modo de conclusion, se puede afirmar que de una forma sencilla se ha abierto un
camino para dar solucidon a un problema de candente interés que la practica del deporte
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reclama insistentemente. Aunque no se trata de la panacea, si puede proporcionar una
eficaz ayuda en la toma de decisiones sobre el fichaje de un deportista; y dada la
flexibilidad de estos instrumentos se pueden cubrir infinidad de necesidades.
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ZIP1 Y ZAPE, LOS TRENES Y LAS MATEMATICAS

Eduardo Zurbano Fernandez

Resumen

Se presenta el desarrollo de una historieta de Zipi y Zape, dedicada por
entero a un clasico problema de trenes. Pero el enunciado aporta dificultades
adicionales, que plantean diversas e interesantes posibilidades de
interpretacion. Curiosamente, la solucion dada por los personajes, y que les
supone Matricula de Honor, no parece revelarse como correcta. Esto puede
utilizarse en nuestras aulas, y de hecho ha sido ya aprovechado por el autor
del trabajo, para provocar una estimulante busqueda de enunciados posibles
que se puedan llegar a adaptar a la solucion propuesta.

De todos los personajes de los tebeos que tuvimos ocasion de leer quienes
pertenecemos a una determinada generacidn, posiblemente sean Zipi y Zape los que
presenten mas posibilidades de aprovechamiento didactico en nuestras aulas de
matematicas. Al fin y al cabo, eran nifios a los que, como a los de ahora, no les quedaba
mas remedio que ir a la escuela, y en ella la matematica era una disciplina problematica,
compleja y dificil. Exactamente igual que ahora y, nos atrevemos a pronosticar,
exactamente igual que serd en el futuro.

En este sentido, una ocasion excepcional de utilizar esa revista infantil para nuestros
propositos de formacion nos la puede brindar una historieta, dedicada por entero a un
problema de matematicas, que el azar quiso poner en nuestras manos. El enunciado en
cuestion es:

00 | i A~ il |
ESCRIEIDSSUPOMEMDS QUE ENTRE MADRID
BARCELONA HAY 600 KILOMETROS.DE AMBAE
ESTACIHINES, SALEN AL MISME TIEWTD DS
LOCOMOT ORAS. LA DE MADRID ALCARZA LOE
S0 KM HORA Y LA-DE BARCELGNA 20.A4 LOS
200 KM.UN IMPREVSTO BEDUCE LA MARGCHA
¥ LA PRIMERA 50LD ALCANEA LDS
L& SEGUNDA :H]..;_A QAUE ME-
TANCLA DE BARCELONA SE

Ciertamente, hay problemas de moviles mas sencillos, pero el caso es que nuestros
pequefios personajes se las tuvieron que ver precisamente con el que acabamos de
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enunciar. Se trata de un problema que, si bien analizamos aqui desde un enfoque
matematico, podria pertenecer también al campo de la dinamica.

Las estrategias utilizadas por los personajes para hacer frente a la situacion planteada
son muy variadas:

Inicialmente, intentan una resolucion algebraica, mediante la utilizacion de sus
suponemos que escasos conocimientos matematicos, pero fracasan, por lo que buscan la
ayuda paterna, que no se revela precisamente como muy fructifera, y que acaba
sumiendo a don Pantuflo en la desesperacion:

&ul,mm! {MAL T 1Y CIEN VE- %
5 MnLultﬂéEHﬁ‘SﬁLE B0 SALE]

?' NO HAY MANERA. YO HO
ACSUELVD ESTE PROSLE-

W&LME HAGD UN TACD CON |
TANTO KILOMETRO ¥ TANTAL )
LOCOMOTORA. o

Intentan modelizar la situacion, en la linea de plantear un problema mas sencillo, para
lo cual sustituyen los 600 Km. por 6 Km., y las locomotoras por patinetes. Llegan a una
solucion totalmente descabellada, de lo que afortunadamente se percatan:

IBRRRIAST NO
SOLUCIONARE-
MG NUNCA EL

IBRRREES ] ESTAS CANTIDA
DES LAS MULTIPLICAMOS
PORCIENEL RESULTADD

YHE PENSADD QUE HACIEN- |

B0 KOMERDS, NUNGA SOLUCID-Y {
MAREMODS EL PROBLEMA . ¥D 1| BRLA DE TRAS-
CRED QUE,S| LLEVASEMOS EL || LADARSE A
PROBLEMA A LA FRACTICA, B SEISCIENTOS |
PODRIAMOS RESOLVERLD. £ = !

SABEMOS QLE ES USTED
EL CAMPEON DE LOS SOLU-
CIONADORES DE PROELEMAS
RELACIONADOS CON EL FE=
RROCARRIL.

Buscan asesoramiento de expertos, recurriendo a
un empleado de los Ferrocarriles, quien no les
resuelve exactamente el problema, sino que les
proporciona el proceso para que ellos lleguen a la
solucion. Pero lamentablemente, cuando intentan
analizar dicho proceso, son incapaces de entenderlo,
con lo que otra vez la solucion se les escapa.

¥ LE TRAE-
MOS UND,
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Se les ocurre acudir a una adivina
de feria, de las de la bola, lo cual
nos proporciona la oportunidad de
ver a Zipi y Zape, disfrazados de
magos, realizar un interesante juego
de magia matematica, ...pero el
problema sigue sin ser resuelto.

TENEMDS LA 50~
LUCION DETRAS
DE NOSOTROS .

IDETENTE, ZAPE | )

“NO ME DENUNCIEIS .SOY UN POSRE
FROFESOR OE MATEMATICAS, AN-
CLARITO % SiN POSIBLES... .

Se encuentran con un anciano y pobre profesor de

ol matematicas, que se dedica a robar palomas en los parques

para poder comer, y que, habilmente chantajeado, les
proporciona la respuesta, pero tienen la mala suerte de

perderla.

Por ultimo, no se plantean ya construir un modelo de la realidad, sino que
sencillamente construyen esa realidad: se montan en dos locomotoras y reproducen
exactamente las condiciones del problema, llegando a la solucion de una manera
evidentemente practica y, como es logico en una historieta como la que estamos
comentando, chocando las locomotoras y acabando con nuestros amigos en el hospital:

ZIFIFATENCHIN AL CLUENTA KILO- b MO PASES ©Lj-
METROS PARA SAEER EXACTAMEN- | : DADD.ESTOY ATEM-,
TE EN QUE KILDKMETRD KBS TRk L .

DOK MINERVDLHEMOS RESUELTO %S
EL FROBLEMALLAL [0S LOCONGTO-

< RAS SE CRUZAK O CHICAKA, CLA-

TROCIERTOS DOCE KILOMETROS DE

= B RCELORA,.

o LTEH DREMDE MATREICLI=
: Li'DE BONORT ©

Lpeeiis
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Las posibilidades de aprovechamiento didactico de la historia nos conducen a una
serie de consideraciones:

Escobar, el autor, denomina problema a la situacién que plantea. Desde nuestro
enfoque actual, en el que se tiende a diferenciar entre problema y ejercicio, entendemos
que Zipi y Zape se encuentran efectivamente ante una tarea cuyos términos y proposito
son globalmente comprensibles para ellos, pero que no saben en principio cémo
abordar. Estamos, pues, ante un problema.

Nuestros héroes, como hemos sefialado ya, intentan una y otra vez llegar a la
solucion, para lo cual ponen en juego distintos tipos de estrategias heuristicas, mas
ortodoxas unas que otras. Pero lo que es a nuestro juicio mas destacable es el
entusiasmo y teson que demuestran, pues nunca se dan por vencidos, aunque
ciertamente en algunas ocasiones lleguen a vulnerar claramente la legalidad. La
componente actitudinal es clara, pues hay una gran curiosidad e interés por investigar y
resolver el problema, hay también una gran creatividad en la bisqueda de estrategias
diversas, y una evidente autonomia intelectual para enfrentarse a esa situacion con todas
las armas posibles.

Y precisamente por las razones anteriores acaban obteniendo matricula de honor en
matematicas, cuando en realidad para resolver el problema no han hecho uso de las
matematicas, aunque si que han planificado y elaborado meticulosamente una
experiencia que las matemadticas podrian modelizar. En la concepcion actual del
Curriculo de Matematicas, en la que el énfasis ha de ser puesto en el proceso mas que
en el resultado, en el camino més que en la meta, esto podria llegar a resultar un tanto
disonante.

En una de las estrategias que intentan consiguen alcanzar una solucion, que analizan,
y que finalmente deshechan por no ser admisible. En nuestra opinion, es destacable esta
aplicacion de la fase 4* del proceso, ya clasico, de Polya para la resolucion de
problemas, y que se olvida con cierta frecuencia.

Respecto de la posible solucion, hay también varios comentarios que hacer, referidos
a la condicion de que a los 200 km un imprevisto reduce la marcha, ya que tal condicion
admite varias interpretaciones:

Se puede entender, y suele ser lo mas habitual, que cada una de las locomotoras
recorre 200 Km. antes de reducir la velocidad.

Se puede interpretar que cada una recorre 100 km, con lo cual son 200 km en total.

O se puede suponer que el cambio se produce cuando conjuntamente hayan recorrido
esos 200 km, y que justo en ese momento, el mismo para las dos, disminuyen las
velocidades.

Con ninguna de ellas se llega a la solucion del tebeo. Una buena pregunta podria ser
el buscar, a partir de la solucion citada, algun enunciado coherente con ella, o demostrar
que esa solucion es imposible, en los términos basicos de dicho enunciado.

Otros aspectos que aparecen implicitos en la historia, y que nos parece interesante
destacar, apuntan hacia la consideracion social que reciben quienes son capaces de
resolver correctamente problemas matematicos. Ello conecta con lo que, cominmente
admitido, recoge por ejemplo el Informe Cockcroft, en el sentido de que las
matematicas se ven, de algin modo, como especialmente importantes.
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Queremos senalar finalmente que, propuesto el problema a un grupo de estudiantes
para maestros de Educaciéon Primaria, el interés por encontrar la respuesta fue
excepcionalmente intenso. En nuestra opinion, ello puede indicar que la procedencia del
mismo ejercio posiblemente un papel especialmente motivador, de manera que nuestros
alumnos mostraron una intencion de ayudar a Zipi y Zape que desbordd absolutamente
nuestras creencias a priori.

En este sentido, si bien estamos muy satisfechos de la participacion, no podemos
decir lo mismo de los resultados concretos en cuanto a las soluciones que nos aportaron
esos alumnos. Podemos comentar, por ejemplo, que una alumna llegé a una solucion
erronea de la misma naturaleza que aquella a la que llegaron Zipi y Zape (los trenes se
cruzaban a unas distancias de Madrid y Barcelona que sumaban més de 600 Km), pero
no se percatd del error. Otro alumno, trabajando sobre los tiempos, llegaba a la
conclusion de que el cruce era a las 13 horas y 20 minutos de haber salido la de Madrid,
y a las 10 horas y 13 minutos de haber salido la de Barcelona (!). En términos
porcentuales, un 40% de los alumnos plantearon y desarrollaron correctamente el
proceso de resolucion del problema, aunque no todos ellos llegaran a la solucion
“verdadera” correspondiente.
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LA COMPRENSION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS EN ESTUDIANTES DE PRIMEROS CURSOS
UNIVERSITARIOS: UN ESTUDIO PRELIMINAR

Matias Camacho Machin Josefa Perdomo Diaz "
Universidad de La Laguna Universidad de La Laguna
mcamacho@ull.es joperdom@fmat.ull.es

Introduccion

El trabajo que aqui presentamos forma parte de un estudio mas amplio cuyo objetivo
general es el de disefiar una secuencia de ensefianza para la introduccion de las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO's) independientemente de los d&mbitos en los
que se desarrolle. Se pondra un énfasis especial en los aspectos de visualizacion que
seran potenciados utilizando Computer Algebra Systems (CAS) tales como calculadoras
simbolicas (Voyage 2000) y software de calculo simbdlico (DERIVE, MAPLE). Con el
fin de garantizar la validez de la secuencia en diversos ambitos de ensefanza,
trabajaremos con alumnos de diferentes licenciaturas en las que, tradicionalmente, se
ensefian las EDO’s desde distintos puntos de vista. Las licenciaturas elegidas para la
investigacion son las de Matematicas, Fisica y Quimica, aunque en este articulo nos
centraremos en un estudio preliminar con alumnos de la Licenciatura de Matematicas.
Se desarrollard un analisis preliminar detallado de las concepciones de los estudiantes,
las dificultades con que se encuentran y los errores mas frecuentes que cometen cuando
resuelven tareas sencillas para las que se requiere una comprension del concepto basada
en el uso coordinado de diferentes sistemas de representaciéon (Duval, 1998). En este
caso nos centraremos en el analisis de ciertas concepciones de los alumnos de la
Licenciatura de Matematicas y de algunos errores que emergen con cierta frecuencia en
la resolucion de una serie de problemas no rutinarios disefiados a tal efecto.
Examinaremos como actuan los alumnos frente a una serie de cuestiones que
consideramos basicas relacionadas con las EDO’s, al objeto de establecer mas adelante
qué significa comprender el concepto de ecuacion diferencial ordinaria y como
podemos ayudar a que el estudiante construya este concepto. Para realizar este analisis
nos hemos planteado unas preguntas generales que nos ayudaran a hacernos una idea de
como entienden los estudiantes las EDQO’s, analizando su actuacion cuando resuelven
las tareas. Esas cuestiones son las siguientes:

PG 1: ;Los alumnos utilizan los conocimientos que poseen, anteriores al estudio de las
EDQ's, para resolver cuestiones sencillas?

PG 2: ;Qué uso hacen de los distintos registros de representacion?

PG 3: {Qué influencia tiene el contexto de la pregunta en el modo de actuacion de los
estudiantes?

PG 4: ;Cémo actlian frente a problemas con un contexto real?

Con el fin de responder a estas preguntas generales se disefid un cuestionario con siete
problemas sobre EDO’s, en su mayoria de primer orden, dirigido a alumnos con una

* . r
Autor que presenta la comunicacion.

879



Actas del Congreso de Matematicas XII JAEM

formacion basica en ecuaciones diferenciales y en €l se plantea una serie de problemas
no rutinarios que los estudiantes deben resolver haciendo uso de los registros grafico,
algebraico y verbal.

Antecedentes

Existen en la literatura algunos trabajos acerca de la ensefianza y aprendizaje de las
EDO’s que se desarrollan desde diferentes puntos de vista. Los trabajos mas antiguos
que hemos estudiado sobre el tratamiento geométrico de las EDO's son las propuestas
de ensefnanza dadas por Brodetsky (1919-1920) y Artigue y Gautheron (1983).

Trabajos maés recientes han conjugado aspectos tanto algebraicos, como graficos y
numéricos a la vez que se ha apostado por el uso de la tecnologia para la ensefianza y
aprendizaje de las EDO's (Hernandez, 1995, 1999). En el primero se propone una
secuencia de ensefianza y, basdndose en los resultados expuestos en este trabajo, en el
segundo se hace uso de la calculadora simbdlica TI-92 para la ensefianza de las EDO’s.
Por otro lado existe una serie de investigaciones centradas en el estudio de las normas
sociales y socio-matematicas que surgen en el aula (Rasmussen y Yackel, 1999 ;
Yackel, Rasmussen y King, 2000; Stephan y Rasmussen, 2002) y la influencia de la
tecnologia en las mismas (King, 1999).

Desde un punto de vista mas individual con respecto al alumno, nos encontramos con
trabajos en los que se analizan aspectos concretos de las EDO’s. Zandieh y McDonald
(1999) estudian la comprension, por parte de los estudiantes, del concepto de solucidén
de equilibrio de una EDO basandose en el trabajo de Rasmussen (1998). Habre (2000)
hace referencia al uso de los campos de direcciones, teniendo en cuenta si los
consideran como una forma de resolver EDO’s y si saben obtener toda la informacion
posible de los mismos.

Por ultimo, Donovan, J. (2004) y Trigueros, M. (2004) utilizan el constructivismo y la
teoria APOS, respectivamente, como guia de investigacion. El primero describe el
esquema, en el sentido de Skemp, de EDO’s de primer orden que construye un alumno.
Mientras que Trigueros analiza las respuestas de los estudiantes a cuestiones
relacionadas con los sistemas de ecuaciones diferenciales.

Metodologia y analisis de los datos

Para desarrollar nuestra investigacion se diseiid un cuestionario con siete problemas no
rutinarios algunos de las cudles fueron tomadas de libros de textos relacionados con el
aprendizaje de las EDQO's (Hughes-Hallet et al., 2002) y otros fueron disefiados por los
investigadores. Se pidi6 a los alumnos que estudian por primera vez ecuaciones
diferenciales (3° de Matematicas) que resolvieran el cuestionario empleando inicamente
lapiz y papel. Presentamos a continuacion algunas de las preguntas del cuestionario que
nos ayudaran a responder a las cuestiones generales formuladas en la introduccion.

PC 1: Representa graficamente algunas soluciones de las siguientes ecuaciones.

a)d—y:O; xe[0,2] b)%=COSX C)ﬂ=y; x>0 d) y'®)=y’
dx dx dx

Tres de las ecuaciones planteadas en este problema son de resolucion inmediata en el
sentido de que no se necesita conocer ningin método especifico de resolucion de
ecuaciones diferenciales ordinarias para encontrar las soluciones. Las respuestas de los
estudiantes a esta pregunta sera fundamental para establecer en qué medida los alumnos
utilizan los conocimientos que han adquirido a lo largo de su trayectoria universitaria
para resolver cuestiones sencillas.
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PC 2: Resuelve la ecuacién diferencial y'(t)=1/t. Dibuja el campo de direcciones
asociado a esta ecuacion y una solucion correspondiente a t=-1.

En este problema se conjugan los registros algebraico y grafico lo que nos permitira
analizar la actuacion de los estudiantes en distintos registros de representacion y la
medida en que cada uno de ellos es tenido en cuenta cuando se les presentan de forma
conjunta.

PC 3: Se sabe que la poblacion de una ciudad crece a medida que pasa el tiempo,
verificando la ecuacion diferencial Z—T =K, K>0. Si la poblacion se ha doblado en

3 afos, y en 5 anos ha alcanzado la cifra de 40.000 habitantes, ¢cuéantas personas
vivian en la ciudad al comienzo de ese periodo de cinco afios?

Ademas de analizar el uso que hacen los estudiantes de los registros verbal y algebraico
y el paso de uno al otro, con este problema podremos analizar cémo actian los alumnos
ante un problema situado en un contexto real y si la presentacion del enunciado en este
contexto influye en la manera de resolver el problema.

PC 4: Consideremos el campo de direcciones asociado a la ecuacion

dP
—=0.1P(10—P
m ( )

Representa las soluciones que cumplen que P(0)=0 y P(-2)=12. ;Para qué valores
positivos de P las soluciones son crecientes? ;y decrecientes? ;Cudl es el limite de P
cuando t tiende a infinito?

Si la ecuacién dada modeliza un poblacion determinada de individuos, ;jcOmo
interpretarias
los resultados que acabas de obtener?.

Esta es la tnica pregunta del cuestionario en la que se presentan de forma conjunta el
campo de direcciones asociado a una EDO y la contextualizacién del problema en un
entorno real para el alumno. Nos serd de gran ayuda para observar si los estudiantes
actian de igual forma ante problemas planteados en diferentes contextos y para analizar
en qué registro de representacion se sienten mas comodos y sin son capaces de elegir el
registro que mas convenga a sus necesidades.
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Las respuestas dadas por los alumnos a la pregunta PC 1 reflejan que la mayoria de
ellos necesita hacer uso del registro algebraico antes de representar graficamente las
soluciones pedidas, lo que nos hace pensar que no tienen en cuenta propiedades
elementales de las funciones y las derivadas, estudiadas con anterioridad. Por otro lado,
los estudiantes no siempre actian de la misma forma, observandose que hay un mayor
nimero de alumnos que no hacen uso del registro algebraico para dibujar las soluciones
de la ecuacion diferencial y'(x)=0 frente a los que si lo utilizan antes de representar

graficamente las soluciones de las ecuaciones y'(X)=cosX e Yy'(X) =Y, como refleja la
siguiente tabla.

1 2
d—y:O;Xe[O,2] ﬂ:cosx d—y:y;xzo y'(®=y
dx dx dx
RG 8 4 3 0
RA 2 5 6 7

Se observa que pueden existir problemas a la hora de representar traslaciones de
funciones ya que se pide, en esta pregunta, que representen algunas soluciones de las
ecuaciones diferenciales dadas y hay alumnos que, sobre todo en el ultimo apartado,
dibujan tnicamente una solucién. Esta manera de actuar de los estudiantes nos hace
pensar que no hacen uso de conocimientos adquiridos con anterioridad, tal vez porque
no los recuerden o porque no crean que pueden utilizarlos en el contexto de las EDO's.
Hemos observado en las respuestas al problema PC 1 que, en general, al utilizar el
registro algebraico para resolver las ecuaciones diferenciales, la mayoria no hace uso de
la constante de integracion. Concretamente cuatro alumnos, de los diez que contestan a
esta pregunta, no ponen dicha constante al resolver las ecuaciones diferenciales y
emplean métodos propios para la resolucion de las mismas.

El nimero de personas que cometen este error aumenta en PC 2, donde la resolucion de
la EDO nos conduce a un logaritmo. En esta misma pregunta los alumnos no ponen el
valor absoluto al argumento del logaritmo cuando resuelven esta ecuacion, un error
frecuente en el calculo de integrales y que creemos que no es directamente atribuible al
hecho de estar trabajando con ecuaciones diferenciales.

Es importante destacar el comportamiento de los alumnos cuando se les plantean
cuestiones relacionadas con el campo de direcciones asociado a una EDO. En la
pregunta PC 2 se observa que Unicamente tres alumnos dibujan el campo de direcciones
y s6lo uno de ellos lo utiliza para comprobar que la solucion de la ecuacion diferencial
dada con anterioridad es correcta. Ademas se tiene que, aunque solo tres estudiantes
fueron capaces de dibujar el campo de direcciones en esta pregunta, fueron mas los
alumnos que resolvieron el problema en el que se les proporcionaba el campo de
direcciones y solo tenian que interpretarlo. Conjeturamos, a partir de ésto, que los
alumnos no saben dibujar un campo de direcciones pero si saben qué es y para qué
sirve.

Especial mencion merece la actuacion de los estudiantes frente a los problemas situados
en un contexto real (PC 3). Existe un descenso considerable en el nimero de respuestas
suministradas por los alumnos (tres de los diez alumnos no contestan a ninguna de las
preguntas de este tipo) y, en general, no interpretan correctamente los resultados
obtenidos dentro del contexto en que se les da el problema. Més llamativo resulta
observar que hay bastantes alumnos que, al enfrentarse a este tipo de problemas
empleando el registro algebraico, no resuelven de forma correcta la ecuacion diferencial
(inmediata), puesto que no ponen la constante de integracion correspondiente cuando en
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ejercicios anteriores algunos no han cometido ese error. En general se nota un cambio
en la forma de actuar a la hora de resolver el problema.

Soélo cinco alumnos contestaron a la pregunta PC 4. Dos de ellos dejan de lado el campo
de direcciones e intentan resolver el problema empleando unicamente el registro
algebraico. Esta forma de actuar se puede observar también en otro compafiero a la hora
de estudiar el crecimiento y decrecimiento de las soluciones. En general podemos decir
que, de los pocos alumnos que resuelven este problema, casi ninguno es capaz de
obtener toda la informacién posible de un campo de direcciones. La mayoria de ellos
necesitan, nuevamente, pasar por el registro algebraico para dar respuesta a las
cuestiones planteadas.

Conclusiones

Pese a las limitaciones propias que conlleva un trabajo de esta indole, podemos avanzar
algunas respuestas parciales a las preguntas que lo motivan.

En general, los alumnos no hacen uso de conocimientos adquiridos previamente al
estudio de las EDO’s pero habria que analizar cudl es la verdadera razon para que ésto
suceda. Puede que los alumnos no hayan aprendido correctamente determinados
conceptos o tal vez no consideren que sean de aplicacion en otro contexto distinto de
aquél en el lo estudiaron.

En cuanto al manejo de los distintos registros de representacion, observamos que ningin
alumno hace uso del registro grafico, en general, y del campo de direcciones, en
particular, si no se les pide explicitamente. Resulta significativo que cuatro de los diez
alumnos que resolvieron las tareas no hayan trabajado ninguna de las preguntas
relacionadas con el campo de direcciones. Podemos afirmar que, tal y como sucede en
otros ambitos de investigacion (Gonzalez-Martin y Camacho, 2004), los alumnos
prefieren trabajar en el registro algebraico si se les da la opcion. En cualquier caso, se
observa también que los estudiantes, en general, no intentan abordar los problemas en
otro registro cuando ven que el que intentan emplear no les aporta la informacion que
necesitan.

Por ultimo, podemos afirmar que los alumnos no actiian de la misma forma frente a
contextos diferentes. Los métodos empleados para resolver una EDO no coinciden si se
les presenta como una ecuacion que tienen que resolver (PC 1) o si se trata de un
problema con un contexto real (PC 4).
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INVESTIGACIONES MATEMATICAS EN LA ESO

Pedro Cobo, Jordi Comellas, Joaquim Giménez,
Jaume Serra, Manel Sol, Xavier Vilella

Grup Vilatzara - ICE UAB

Normalmente en clase proponemos problemas orientados a la adquisicion de conceptos
matematicos o bien al aprendizaje de técnicas heuristicas. Sin embargo es importante
introducir otro tipo de actividades como proyectos e investigaciones. En los proyectos
se pretende generalmente que los alumnos estudien una situacion de su entorno y
muestren como las matematicas son utiles para comprenderla. En las investigaciones el
objetivo principal es que experimenten qué son las matemadticas, como surgen los
resultados matematicos y como estos resultados se verifican y demuestran.

Diversos autores han insistido en la importancia de incorporar pequefias investigaciones
en nuestras clases de matematicas [Brocardo (2004), Bishop (1999)]. Esta comunicacion
explica como se han llevado a cabo estas actividades en un instituto de las cercanias de
Barcelona.

En la primera parte daremos los detalles practicos de qué son las actividades de
investigacion y como se llevan a cabo en clase. En la segunda parte analizaremos
algunas producciones de alumnos de la tercera de las investigacion llevada a cabo por
alumnos de 3° de la ESO, la mayoria de los cuales no habian tenido experiencia previa
con este tipo de actividades en clase de matematicas.

Desarrollo de una investigacion

Normalmente organizamos las investigaciones en cinco o seis turnos a lo largo del
curso. En cada ocasion destinamos generalmente dos sesiones consecutivas de clase,
aunque en las primeras investigaciones suele ser necesario dedicar alguna sesion
adicional. Después de estas sesiones la investigacion continia como trabajo individual a
realizar en casa.

El profesor plantea al iniciarse la primera sesion dedicada a una investigaciéon un
problema sencillo. Ese es el punto de partida. Los alumnos se organizan en pequefios
grupos y empiezan a estudiar la situacion. Generalmente el punto de partida se resuelve
con facilidad, pero su resolucion permite al alumno entender la situacion y ponerse a
trabajar en el problema mas amplio.

En el ejemplo que estudiaremos se les plantea que encuentren cuantas regiones del
plano quedan delimitadas por tres rectas. En concreto, se les proporciona por escrito el
redactado siguiente.
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Dividimos terrenos

Cuando se conquisto el «far-west» se dividieron grandes superficies de pastoreo. El
modo mas facil de hacerlo es marcando lineas rectas sobre el terreno. Estudia qué
particiones del terreno son posibles. ¢Cual es el numero minimo de parcelas que se
pueden formar con tres rectas? ¢Y el nimero maximo?

Investiga qué pasa con diferentes nimeros de rectas. ¢ Qué pasaria si en lugar de rectas
divides el terreno con circunferencias?

Resolver la situacion con tres rectas es muy facil y asi lo entienden los alumnos.
Descubren rapidamente que existen cuatro posibles configuraciones: 3 rectas paralelas
(4 parcelas), 2 rectas paralelas y una que las corta (6 parcelas), 3 rectas coincidentes (6
parcelas) y las tres rectas formando un triangulo (7 parcelas).

Es en este momento cuando comienza la verdadera tarea. Empiezan a plantearse qué
pasa si el nimero de rectas es diferente. Con una recta la situacién no tiene mas historia.
Con dos rectas también parece muy fécil. El caso con tres rectas se acaba de resolver.
Con cuatro rectas el problema ya no parece tan sencillo. Con cinco rectas ya no es nada
facil no equivocarse, no dejarse ninglin caso. Con seis...

Como ya han trabajado en otras investigaciones ya saben lo que deben hacer. Por esta
razén en las primeras ocasiones que se lleva a cabo una investigacion se debe explicar
muy bien en qué consiste, qué es lo que el profesor espera de ellos y qué y como se les
evaluard. En la primera —y normalmente también la segunda- investigacion es
conveniente dedicar alguna sesion adicional para una mejor orientacion de los alumnos.
En el caso del ejemplo que estamos estudiando ya era la tercera que llevaban a cabo y
tenian muy claro lo que debian hacer.

Rapidamente la mayoria de los grupos intentan organizar la acumulacion de datos en
una tabla. Saben que su tarea principal es encontrar patrones y regularidades. Deben
describirlos y, si es posible, encontrar como generalizar. Se les valorard que describan
los patrones encontrados, especialmente si son capaces de encontrar métodos que nos
permitan predecir otros casos. Por ejemplo, intentan encontrar férmulas algébricas que
nos den el nimero minimo y maximo de regiones que quedan delimitadas por un
determinado niimero de rectas.

Muchas veces esta primera sesion acaba sin muchos resultados concretos. Algunos
grupos justo acaban de empezar a recopilar sus datos en una tabla. Antes se ha tenido
que corregir muchas situaciones, una vez los grupos han empezado a discutir y sus
miembros se han convencido que habian cometido errores en las primeras
exploraciones.

Esta primera sesion acaba con cada uno de los grupos distribuyéndose trabajo extra para
completar en casa. Saben que la siguiente sesion sera importante porqué dispondran
s6lo de una hora mas para empezar a obtener conclusiones en grupo. El grupo es
importante porque permite contrastar hipdtesis, reconocer errores € intuir cOmo
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justificar algunas de las afirmaciones. También es la ocasion para que el profesor dé
alguna orientacion.

El profesor, sin embargo, adopta mas la posicion de un observador critico que no la de
quién se ha preparado y pensado previamente el problema. Nunca confirma la veracidad
de una hipotesis, ni desmiente una afirmacion falsa, pero si que plantea preguntas que
permiten continuar el trabajo de aquellos grupos que se estan atascando. También ayuda
a los alumnos a organizar sus ideas. Los alienta a buscar generalizaciones e intenta que
expresen los patrones encontrados en el lenguaje propio de las matematicas.

En estas discusiones cuida mucho de utilizar el lenguaje matematico estandar, aunque a
los alumnos les cueste utilizarlo ellos mismos. Veremos mas adelante, por ejemplo, que
algunos alumnos verbalizan -y escriben- que han visto de su tabla que el «minimo de
regiones = nimero de rectas + 1» y lo muestran al profesor. La respuesta tipica seria
algo del estilo de «me contdis que si tenéis n rectas habéis visto que el nimero minimo
de regiones r es r = n + 1. ;Como habéis llegado a esta conclusion?». Y el profesor
escribe «r =n + 1» en el cuaderno de uno de los alumnos.

Es en esta segunda sesion donde la mayoria de los grupos encuentran sus primeras
conclusiones. Suele ser una sesion bastante productiva, donde la mayoria de los grupos
completan de una forma u otra la investigacién propuesta. Es importante destacar, sin
embargo, que las investigaciones son actividades abiertas y asi lo tienen claro los
alumnos. No todos los grupos se acaban planteando exactamente los mismos problemas,
0 no se los plantean en los mismos términos. Tampoco los diferentes grupos acaban
satisfechos con el mismo tipo de conclusiones. Por ejemplo, algunos se plantean
exclusivamente encontrar el nimero minimo y maximo de regiones. Otros quieren saber
también todas las configuraciones con un determinado nimero de rectas. Este aspecto
de apertura se va incrementado a medida que los alumnos se familiarizan con las
actividades de investigacion. Asi observamos que el enunciado de ésta era muy
explicito respecto los objetivos de la investigacion, respecto como proceder e, incluso,
sobre posibles extensiones de la investigacion. Progresivamente este grado de
concrecidn se suaviza para incrementar el grado de apertura de la actividad.

Una vez se concluye el trabajo en grupo en esta segunda sesion los alumnos tienen
alrededor de una semana para elaborar un informe individual. Se supone que antes de
empezar la redaccion del informe los alumnos deberdn completar su tarea investigadora.
Esto incluye extender la investigacion a otros problemas relacionados si lo creen
oportuno.

El informe ha de ser un pequefio tratado técnico, escrito en un lenguaje formal, no un
simple cuaderno de ejercicios. En él se debe explicar el punto de partida y los problemas
que el alumno se ha propuesto. Las investigaciones realizadas se incluyen cuidando los
aspectos comunicativos: el alumno debe preocuparse de incluir tablas y graficos cuando
sean necesarios, hacer esquemas o dibujos si ayudan a entender algin aspecto del
trabajo, plantear formulas algébricas cuando afiadan informacion, etcétera. La parte
central del informe es, y asi se les explica a los alumnos, las justificaciones de sus
resultados. Se promueve la busqueda de demostraciones aunque, especialmente en estas
primeras investigaciones, muchos alumnos se contentan con justificaciones o
argumentos de plausibilidad, generalmente a partir de tablas de valores [Brocardo,
2004]. Finalmente deben proponer otras investigaciones relacionadas.
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Estos dos aspectos de la educacion matematica relacionados con representacion por un
lado, comunicacion por otro y explicacion y prueba por un tercero son claves en una
investigacion. Son la razon por la que se exige a los alumnos un informe escrito.

La investigacion ya esta completa y entregada. Sin embargo el trabajo de los alumnos
todavia no ha terminado. El profesor corrige la investigacion y escribe un pequefio
documento -media pagina- que entrega al alumno. En esta nota sugiere mejoras de todo
tipo. Se indican, por ejemplo, la necesidad de mejorar algunas explicaciones, pulir
algunas tablas, extender algunas investigaciones y plantearse otros aspectos. Con esta
informacion del profesor el alumno reelabora su informe. Tiene, de esta forma, la
oportunidad de mejorar tanto el contenido matematico del informe -los resultados de su
investigacion, el nimero de problemas planteados- como los aspectos mds relacionados
con procesos -representacion de datos, resultados y procesos seguidos y explicaciones,
justificaciones y demostraciones-. Es el segundo informe el que se evalta. El primero se
entiende como un documento provisional de trabajo.

Se debe tener en cuenta que la nota trimestral que obtienen los alumnos se obtienen de
tres apartados con el mismo peso: investigaciones, proyecto y actividades de clase. Y
deben aprobar los tres apartados para aprobar el trimestre.

Producciones de los alumnos

Las producciones de los alumnos admiten andlisis desde diferentes Opticas. Os
mostramos en primer lugar un ejemplo de una investigacion de Pablo. Pablo
normalmente suspende Matematicas, y es muy probable que tenga que repetir tercero.
Sin embargo, es destacable que en una actividad de investigacion en matematicas, pese
a mostrar una produccién de inferior calidad a la de la mayoria de sus compafieros, es
capaz de formular hipotesis, razonarlas —sin llegar a una demostracion completa- y
comunicarlas. También es destacable como logra organizar la informacion que ha
acumulado.

Pablo empieza explicando el problema y mostrando algunas configuraciones de rectas.

Continua explicando que ha contado el nimero minimo y méaximo de regiones para
diferente nimero de rectas y elabora la tabla siguiente.

n o =
amern e regle Mimim Mliicam

5
Sigue una tabla parecida con el numero de configuraciones posibles con los varios

numeros de rectas. Ambas tablas son correctas. A continuacion intenta generalizar. Es
ilustrativo leer sus anotaciones.
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Fijémonos que da formulas literales, sin utilizar simbolos para las variables.

Otro aspecto a destacar es la formula para el méximo: no sabe sumar la recurrencia.
Finalmente, no sabe razonar el porqué sus formulas son correctas. Explica solo que “han
encontrado estas formulas, que les permiten saber el nimero de espacios sin tener que
dibujar las rectas”. Y contintia poniendo algunos ejemplos de uso de las formulas. No
queda claro si pretende explicar al lector como se deben utilizar o mas bien quiere
convencerlo que las formulas son correctas a partir de la comprobacién de algunos
Ccasos.

Pero lo mas destacable es que, pese a sus limitaciones, ha logrado entender un
problema, generalizarlo y explicar el proceso seguido.

Podemos comparar la produccion de Pablo con algunas de sus compafieros.

A principio de curso Nuria se mostraba muy insegura en la clase de matematicas. De
todas maneras, en las investigaciones rapidamente empez6 a realizar progresos. Este es
un detalle de su informe.

B Ty

Fijémonos cémo, no solo da con la generalizacion correcta para el nimero minimo de
regiones, sino que razona —correctamente- porque debe ser asi. Efectivamente, la forma
de minimizar el nimero de regiones es dibujando todas las rectas paralelas, como ella
explica. Notemos, sin embargo como en la formula ha dado un paso hacia la
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simplificacion, pero atn no escribe un solo simbolo para la variable “numero de rectas”.
Escribe «N.I» en su lugar.

El ultimo ejemplo es el de Yasmina, una alumna con notas trimestrales de notable de
media. Yasmina no sélo encuentra las formulas para generalizar, a partir de descubrir un
patron en la tabla de nimeros maximos sino que da una razén geométrica de porqué
aparece la recurrencia R(n)=R(n-1)+n, donde R(n) es el nimero maximo de regiones en
una configuracion de n rectas. Notese que explica la relacion en lenguaje natural, y a
través de un ejemplo. Sin embargo, no satisfecha con la recurrencia, encuentra la forma
de sumarla y lo explica —no se le habia ensefiado previamente nada de sucesiones
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Yasmina continua estudiando el numero de configuraciones posibles con n rectas. Y,
finalmente —Ntria también lo habia hecho- estudia las configuraciones que se obtienen
con n circunferencias y el nimero de regiones que delimitan éstas.

Conclusiones

Realmente es dificil que los alumnos entiendan y les gusten las matematicas si no se les
da la oportunidad de hacer —crear- matematicas. Con las investigaciones se les brinda
esta oportunidad: exploran problemas matematicos, formulan hipotesis y las discuten.
Encuentran patrones y los generalizan. Trabajan aspectos importantes del curriculo
como los relacionados con la representacion y la comunicacion que generalmente
quedan arrinconados [NCTM 2003]. Razonan, argumentan y demuestran. Y, ademas,
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son actividades integradoras: todos los alumnos pueden investigar, ain aquellos que
generalmente menos éxito obtienen en la clase de matematicas.
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DESARROLLO PROFESIONAL DEL PROFESOR:
INVESTIGACION - ACCION EN UN GRUPO DE TRABAJO

Juana M?* Navas Pleguezuelos Pablo Flores Martinez
jmnavas@ugr.es pflores@ugr.es

Resumen

Los profesores de matematicas se enfrentan a retos que van cambiando a lo
largo de su vida profesional, para lo que necesitan desarrollarse
profesionalmente. Ver la realidad como problematica que se presta a
investigacion le permite al profesor captar la importancia y riqueza de su
tarea. Es posible y deseable que los profesores en la practica desarrollen
procesos de investigacion a partir de su actividad cotidiana, eligiendo
problemas educativos que abordar para su resolucion. En este sentido, la
investigacion-accion se convierte en una metodologia flexible y potente que
le puede ser muy util. A través de la investigacion-accion o reflexion
deliberativa, los profesores elaboran sus propias soluciones en relacion con
los problemas practicos a los que se enfrentan. Esta comunicacion describe
el proceso de desarrollo profesional de un grupo de profesores, enmarcados
en un grupo de trabajo, mediante un proceso de investigacion accion sobre
un problema profesional.

INTRODUCCION

La ensefianza es una actividad cambiante, tanto por los sujetos que se ven implicados
(alumnos “cada vez mas jovenes” en relacion a la edad del profesor, profesor que va
evolucionando en sus roles sociales, sociedad que cambia su estructura y medios, etc.).
Para adaptarse a estos cambios el profesor tiene que disponer de estrategias que le
permitan comprender la naturaleza cambiante del entorno, pero que ademas faciliten la
relacion con €l. A la adaptacion responsable del profesor a la manera cambiante de ver
la profesion se le ha llamado desarrollo profesional, y en €l se incluye tanto la toma de
conciencia de los cambios en los que se ve inmerso como las actividades que realiza
para encajarlos de manera que lo deje satisfecho. Para ayudar al profesor a desarrollarse
profesionalmente se han promovido diversas estrategias, una de las cuales es la
investigacion-accion (Elliot 1986, 1990). Inspirado en ellas hemos planteado la
actuacion de un grupo de trabajo respondiendo a los principios de esa estrategia,
siguiendo las directrices de otros trabajos similares (Rodriguez, 1996).

El trabajo que presentamos se enmarca dentro de la investigacion sobre la Formacion
del Profesorado, en particular del profesorado de matematicas. El foco de esta
investigacion es el andlisis del desarrollo profesional desde el papel del profesor en el
proceso de Investigacion Accion (Elliot 1986, 1990), entendida como la reflexion en
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comun de las practicas de aula, y considerada como el nexo entre la autoevaluacion y el
desarrollo profesional. En este trabajo describimos el proceso de investigacion-accion
llevado a cabo por un grupo de profesores de Matematicas que durante varios afios han
compartido un grupo de trabajo en el Centro del Profesorado de Baza, Granada. Vamos
a describir este proceso comenzando por presentar a los profesores, y luego nos
valdremos de las etapas previstas en la Investigacion-Accion para analizar el proceso
llevado a cabo.

Los componentes del grupo de trabajo tienen una experiencia de trabajo colaborativo en
diversos temas, y durante algunos afos. Aunque algunos componentes han ido
cambiando, un ntcleo de cuatro o cinco personas se ha mantenido a lo largo de los afios.
El grupo sirve para reflexionar sobre la propia practica docente, y para intentar, desde la
experiencia solventar los problemas que han parecido mas acuciantes en cada momento.
Discusiones sobre calculadora si o no, cuando, como...; estudio de los criterios de
evaluacion, tanto para el tercer ciclo de primaria como en la secundaria obligatoria,
analisis de los cambios que las distintas leyes educativas, decretos y ordenes han ido
introduciendo en la programacioén de aula, ... En resumen, una larga trayectoria de
trabajo en equipo donde el intercambio de experiencias, la exposicion de distintos
puntos de vista, la busqueda de consenso para igualar criterios en los distintos aspectos
considerados, etc., se ha convertido en una dinamica que se considera adecuada para el
desarrollo profesional como docentes de los componentes del grupo. En este sentido, se
intentan introducir algunos cambios para convertir esa dindmica en un proceso de
investigacion —accion.

En esta ocasion, el papel de la investigadora ha sido doble: por una parte, como
participante tiene que analizar los problemas practicos y, por otra, facilitar la
investigacion en la accion de los componentes del grupo de trabajo. En el primer
aspecto, hay que conseguir superar los temores y ansiedades que sienten los profesores
cuando emprenden un estudio de sus propias practicas, ademas de la pérdida inicial de
la confianza en la profesionalidad de uno mismo, y en otro aspecto, es necesario
potenciar la discusion de los datos aportados para que sirva al desarrollo de una
comprension compartida de los problemas explicitos del proyecto, que permita
compartir informacion sobre lo que se hace en clase, las preocupaciones, experiencias,
creencias...Todas esta dificultades se han ido solventando gracias a la trayectoria del

grupo.

INVESTIGACION- ACCION EN EL GRUPO DE TRABAJO

A partir de un momento la autora, asesora del CEP e integrante del grupo de trabajo
propone a los demas compaifieros llevar a cabo un proceso de investigacion — accion. La
Investigacion - Accion, seglin la definicion que de ella hace Elliot (1986) es: “El estudio
de una situacion social con el fin de mejorar la calidad de accion dentro de la misma.”
Se podria representar un proceso de investigacion-accion (de manera simplificada) por
el siguiente cuadro:
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IDENTIFICACION DE LA
IDEA GENERAL

EVALUACION Y EXPLORACION
REVISION DEL PLAN

DESARROLLO <I: PLANIFICACION
DEL PLAN

El proceso de investigacion-accion seguido en esta investigacion, se podria resumir en
los siguientes pasos:

- Identificar y clarificar la idea general:
Cuando los componentes del grupo se proponen llevar a cabo un proceso de
investigacion — accidn, se plantean como tema mas acuciante las inquietudes que les
surgen al analizar la nueva situacién que se estd dando en 50 centros andaluces, a los
que se les ha concedido la realizacion de proyectos educativos de incorporacion de las
Tecnologias de la Informacién y Comunicacion a la practica docente, tras la aprobacion
del Decreto de Medidas de Impulso de la Sociedad del Conocimiento en Andalucia, la
convocatoria de seleccion de proyectos educativos de incorporacion de las TIC a la
practica docente, y la politica que emana del mismo decreto de generalizar dichos
proyectos a un medio-largo plazo. Se plantea un gran reto:

“Cuando haya que desarrollar un proyecto TIC en nuestros centros, con

un ordenador para cada dos alumnos, ;qué vamos a hacer? Es necesario

estar preparados para poder afrontar a corto plazo esta nueva situacion

con garantias de éxito y sin traumas. ;COémo habra que prepararse para

integrar las TIC en la tarea docente?”
Es una situacion que afecta al campo de accidon del profesor en su aula, ya que los
espacios cambian y los medios a los que tenemos acceso amplian el horizonte de la
clase.

- Exploracion:
Cuando se profundiza alrededor de la cuestidon principal, surgen bastantes preguntas:
qué se va a hacer en clase, como cambiar el papel del profesor en el aula, cual va a ser el
rol del alumno, si el ordenador va a sustituir al profesor...
Estas inquietudes se plasman fundamentalmente en una premisa basica:

(En qué debe consistir la preparacion del profesor para este reto?

- Planificacion o construccion del plan general de accion
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En primer lugar, segin Elliot (1990), se debe hacer un balance de los factores que han
de cambiar o modificar y las acciones que se han de emprender para dar respuesta a
todas las cuestiones que surgen de la definicion del problema que se intenta resolver, en
nuestro caso se concreta en:

. Estudiar los cambios que suponen la introduccion de los ordenadores en la practica de
aula: metodologia de ensefanza aprendizaje: el papel del profesor y del alumno,
atencion a la diversidad,...

. Elaborar un protocolo de buen uso de los recursos informaticos: Cudndo, cémo,
organizacion de tiempos y espacios...

. Dirimir si el papel de profesor ha de ser el de disefiador de material o de elector y
validador del material a utilizar en clase.

. Determinar qué conocimientos técnicos requiere el afrontar este reto, que dependeran
de la respuesta a la cuestion anterior.

. Analizar los recursos y materiales disponibles para su uso con los ordenadores en el
aula: busqueda, caracteristicas deseables de los mismos, adecuacién a los intereses
como docentes...

. Elaborar materiales, si se considera necesario.

Estas cuestiones son aportadas fundamentalmente por la investigadora, como
facilitadora del proceso de investigacion-accidon, aunque la propuesta inicial se amplia
con las aportaciones surgidas en el andlisis de la misma en las sesiones de trabajo
realizadas. Todos estos factores se convierten en inspiradores del plan de accion a seguir
para resolver nuestro problema profesional. Este plan, que surge del grupo de trabajo,
consiste, fundamentalmente, en estudiar en profundidad cada una de estas cuestiones.
Podria destacarse que, desde un principio, se advierte que el coordinador del grupo
ejerce un gran liderazgo sobre los restantes miembros del grupo de trabajo, lo que va a
determinar en gran medida la dindmica de trabajo.

- Desarrollo del plan

En las sucesivas reuniones del grupo se han ido analizando algunos de los aspectos que
se habian planificado. Desde un primer momento ha habido una dindmica de exposicioén
de las distintas posiciones, y de consensuar el siguiente paso a seguir.

De estas discusiones se han obtenido las siguientes observaciones de los integrantes del
grupo:

Los cambios que genera la introduccion de los ordenadores en la practica de aula
comienzan por el cambio de la metodologia de ensefianza aprendizaje que supone
disponer de una herramienta tan potente y motivadora, que afecta al proyecto curricular
de centro, las finalidades educativas y la programaciéon de aula. Conlleva asimismo un
cambio en el papel del profesor, ya que deja de ser el Unico transmisor del
conocimiento, y que, sin abandonar las practicas actuales, ha de plantearse otro tipo de
organizacion, la forma de transmision del conocimiento, la facilitacion de la adquisicion
del mismo por parte del alumno, la motivacion que genera en todos los alumnos el uso
del ordenador, teniendo en cuenta que se debe cambiar la concepcidon que algunos tienen
de maquina de jugar, por la de instrumento de aprendizaje, de un aprendizaje autonomo
que todavia no ha incorporado, en la mayoria de los casos, a su cultura escolar.

Ademas es necesario contemplar las posibilidades que ofrece para la atencion a la
diversidad, entendida en el sentido amplio del término, permitiendo la atencion
individualizada, cuestion siempre controvertida en un aula convencional.

La elaboraciéon de un protocolo de buen uso de los recursos informaticos, se ha
pospuesto para mas adelante, ya que se considera necesario tener un conocimiento mas
amplio sobre los materiales y recursos.
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Respecto a la discusion sobre si el papel de profesor ha de ser el de disefiador de
material o de elector y validador del material a utilizar en clase, se han expuesto
diversas opiniones, aunque al final ha predominado la idea de elaborar los recursos que
se van a utilizar, de manera progresiva, a la vez que se va investigando sobre los que ya
hay realizados, para estudiar su idoneidad.

Una vez que se llega al acuerdo de realizar el material, se han estudiado los
conocimientos técnicos que se requieren para la elaboraciéon del mismo. Otro aspecto
que ha preocupado a los integrantes es cuidar que sea adecuado a los decretos en vigor y
a las recomendaciones que desde las distintas organizaciones educativas se contemplan
en la educacion matematica, en particular, en el tema elegido. La produccién final ha
sido una presentacion sobre el tema de Funciones de 4° de ESO, opcion B, con unas
caracteristicas consensuadas, y realizada por todo el grupo, que se compone de dos
partes diferenciadas: una guia didactica de utilizacidon para el profesor, y las actividades
para el alumno.

- Evaluacion y revision del plan

Esta investigadora, al realizar la evaluacion del plan de accion llevado a cabo llega a las
siguientes conclusiones, que traslada al grupo de trabajo y resultan consensuadas.

En el desarrollo del plan de trabajo del grupo ha prevalecido la idea de elaborar algunos
materiales como una de las actuaciones clave para enfrentarse al reto inicial. Ello ha
permitido intercambiar y discutir sobre las distintas formas de entender un recurso
informatico: libro electronico, unidades didéacticas completas, modulos o aplicaciones
que formen parte de la programacion de aula, usados en el momento adecuado...
También ha facilitado la puesta en comin de lo que se entiende por entorno agradable y
atractivo para el alumno, el caracter de interactividad, etc.

Hay que destacar que al hacer balance del proceso seguido se ha detectado que algunas
de las acciones planificadas han quedado un poco relegadas.

En cuanto a si se ha resuelto el problema profesional que se habia planteado, pues lo
cierto es que aunque se empieza a considerar este reto como mas asequible, tanto por el
trabajo desarrollado en el grupo, como por las experiencias que se estan realizando en
los distintos centros que desarrollan el proyecto de incorporacion de las tecnologias de
la informacion en el aula, los integrantes consideran que se trata de una cuestion abierta,
mas compleja de lo esperado, lo que nos lleva a decir que esta cuestion no estd resuelta
del todo.

- Identificacion y clarificacion de una nueva idea general, o de una generada por este
plan anterior

En cuanto a este paso, y tras la reflexion realizada por la investigadora, y que sera
propuesta al grupo en proximas reuniones, se podria concluir de la evaluacion del plan
llevado a cabo en este ciclo de investigacidn-accidn, que es necesario profundizar mas
en este camino, para esto se propondran algunas estrategias especificas, como dividir el
problema en cuestiones mas concretas, que lleven a procesos de investigacion-accion
menos complejos, y en los cuales se vayan resolviendo los distintos interrogantes que al
final permita dar una respuesta satisfactoria al problema inicial.

Por tanto, la siguiente idea general seria identificar estos problemas parciales, con los
cuales se realizarian ciclos de investigacion-accion.

CONCLUSIONES
El desarrollo profesional de los profesores exige la adquisicion de destrezas que
permitan al profesor resolver los problemas con los que se va enfrentando, pero sélo
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serd verdadero desarrollo cuando el profesor sienta, dé sentido a estas destrezas y las
interprete desde su vision de la profesion. Para ello necesita tomar conciencia de sus
problemas, relacionarse de manera significativa con el conocimiento profesional y
generar respuestas adecuadas y conscientes a sus problemas. En esta experiencia hemos
confirmado como el ciclo de Investigacion-Accion realizado en el grupo de trabajo ha
servido para presentar una dindmica de trabajo generalizable a cualquier problema
profesional del profesorado. Este tipo de investigacion asi estructurada permite a los
miembros del grupo realizar un trabajo mucho mas sistematico, en el que se estudian
todos los factores que influyen en el problema, se buscan todas las respuestas, se
planifican las actuaciones a seguir, y siempre desde la oOptica de los integrantes.
También exige una evaluacion y seguimiento del proyecto de trabajo, que facilita la
retroalimentacion, y el planteamiento de vias de trabajo nuevas.

En resumen, un modelo que permite que los profesores mejoren la calidad de su
ensefianza mediante la cooperacion en un aspecto de interés comun, y desarrollen una
cultura profesional comun de reflexiones profesionales referentes a los procesos de
ensefianza y de aprendizaje.
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¢HAY UN PITAGORICO DETRAS DE
LAS TAULAS DE MENORCA?

(MONUMENTOS DE LA CULTURA TALAYOTICA SIGLOS V-1V aC)

Vicente Ibanez Orts
capblanch@ctv.es

Vista frontal y-lateral de la gran taula de Trepucd (Mahon). Las dimensiones de su
piedra capitel siguen una sucesion geométrica.

La cultura talaydtica se desarrolla en las islas de Mallorca y Menorca a lo largo de un
extenso periodo historico que abarca desde el 1.800 aC hasta el 200 dC. El nombre de
esta cultura procede de "talayot", atalaya o torreon circular que presidia el poblado y
servia de vivienda a la familia mas poderosa.

La cultura talaydtica adolece de un cierto primitivismo, debido a que desconoce el
aceite de oliva, la elaboracion de vino y el torno de alfarero, por lo que sus vasijas estan
hechas a mano, de manera tosca y mal cocidas. A este panorama hay que afiadir que no
usan moneda en sus intercambios comerciales y desconocen la escritura.

Dentro de esta cultura tan peculiar, la taula es un monumento tnico y especifico de la
isla de Menorca, y encarna la manifestacion arquitectonica mas singular de la isla, ya
que no hay nada similar en Mallorca. La taula se compone de dos grandes bloques de
piedra perfectamente tallados. La inferior, denominada piedra soporte o vertical, es un
paralelepipedo estrecho y gigante que llega a medir mas de cuatro metros de altura, dos
o tres de anchura y apenas cuarenta o sesenta centimetros de espesor. Suele estar
hincada en la roca madre del terreno o descansa directamente sobre el suelo. La piedra
superior, colocada transversalmente sobre la anterior por su propio peso, recibe el
nombre de piedra capitel u horizontal y también llega a medir cerca de los cuatro metros
en las taulas mayores. Tiene la forma de un tronco de piramide invertida ya que esta
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biselada. Ambas piedras conforman una especie de letra "T" colosal y de alguna manera
recuerdan una mesa de pie central, de donde procede su nombre, ya que en catalan
"taula" equivale a mesa. Ambos bloques estan tallados en la roca caliza propia de la isla,
que aparece formando estratos horizontales de facil labra, y que se denomina "marés".

Vista frontal y lateral de la taula de Torre Trencada. Sigue una progresion
aritmética. La anchura de su piedra capitel es tan grande que sus constructores la
dotaron de una columna posterior de apoyo para asegurar su equilibrio.

En Menorca existen actualmente treinta y una taulas y de ellas once estan completas. Se
encuentran distribuidas de manera aleatoria en la parte sur de la isla, siempre en el
interior de un poblado y en posicion proxima al talayot mayor. En tiempos prehistdricos
la parte norte de Menorca era pantanosa e insalubre, y por ello poco habitada.

La taula es el monumento principal del denominado recinto de taula con forma absidial
o de herradura, especie de basilica en la que se realizaban determinados ritos de caracter
religioso, que nos han llegado envueltos en un halo de misterio. El recinto de taula
nunca sirvié como lugar de enterramiento. Estaba cerrado por un doble muro de piedras
bien colocadas, relleno de ripios y tan alto como la propia taula. En el interior del
recinto, gruesas columnas delimitaban capillas.

Desde un punto de vista arquitectonico la taula, junto con su recinto, conforma una
unidad de disefio, de modo que hay una relacion entre la taula y su recinto, ya que a
mayor taula corresponde un recinto mas grande, llegando a medir en algunos casos mas
de cien metros cuadrados.

El hecho de que la piedra soporte de la taula esté sin pulir en su parte posterior indica
que el recinto se dividia claramente en tres espacios: la entrada con su pequefio
corredor, generalmente adintelado, que obligaba al visitante a agacharse forzosamente
para encontrarse seguidamente ante el monumento, aumentando de este modo el efecto
que la taula debia de provocar en €l. El recinto en si, frente a la taula, dedicado al culto
y a los sacrificios rituales junto a la hoguera, que ocupaba el pueblo. En este lugar
tenian lugar los banquetes rituales. Finalmente quedaba el espacio posterior a la taula,
no permitido a los feligreses y dedicado integramente a los sacerdotes y a los
menesteres del culto. Dado por tanto que la taula solo se veia de frente, la parte
posterior, por ahorrar un trabajo de canteria inutil, quedaba sin pulir.

El arquedlogo Fernandez-Miranda, siguiendo las ideas de la arquedloga britanica
Margaret A. Murray, propone que su fecha de construccion esta alrededor del siglo IV
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aC, en época tardia y ya de decadencia de esta cultura, y que permanecen en uso hasta el
siglo II dC, plenamente romanizada la isla. Este investigador apunta la posibilidad de
que la propia taula pudo haber sido objeto de culto en si mismo y es partidario de que el
recinto de taula no estaba cubierto, excepcion hecha quizas de la capillas que circundan
las paredes, que podian tener una cubierta a base de falsa boveda de lajas de piedra. No
todos los investigadores son de la misma opinion. Algunos son partidarios de que las
taulas se construyeron al comienzo de la cultura talaydtica, hacia el afio 1500 aC, y de
que los recintos de taula estaban cubiertos. Estas cuestiones por el momento estdn
abiertas y sin resolver.

Las taulas que existen completas se pueden dividir en tres grupos: taulas cuya piedra
capitel tiene una anchura tan desmesurada que sus constructores se vieron forzados a
dotar a su piedra soporte de una columna posterior de apoyo, al que corresponden Torre
Llafuda, segunda taula o capitel en forma de taula P4 de Torre Llafuda y Torre
Trencada. Taulas cuyas piedras capitel tiene una anchura minima y cuyas piedras
soporte presentan espina posterior, a este grupo corresponden Torralba d’en Salort y
Torreta de Tramuntana, y el grupo formado por las taulas cuya piedra capitel presenta
una anchura intermedia y que incluye las taulas de Torre d’en Gaumés, Na Comerma de
sa Garita, Binisafullet y Trepucd. Dejamos fuera de estas tres categorias las taulas de
Torre Llisa Vell y Talati de Dalt.

En diversos trabajos hemos propuesto que las dimensiones mayores de las piedras
capitel del primer grupo siguen entre si una sucesion aritmética, las del segundo
armonica y las del tercero geométrica. Para la taula de Torre Llisa, Unica en que la
piedra soporte y la piedra capitel tiene el mismo tamafio, hemos propuesto un modelo de
acuerdo con el numero phi, y para Talati no hemos podido descifrar su disefio. Todo
ello nos inclina a pensar que sus dimensiones pueden estar relacionadas con el mundo
pitagdrico. De ser ciertas estas proporciones que apuntamos se trataria de un caso claro
de relacion entre matematicas y arquitectura, ya que su constructor empled
conocimientos geométricos para fijar sus medidas.

Taula de Torre d’en Gaumés

El poblado talaydtico de Torre d’en Gaumés se desparrama por una suave colina. Es el
mayor de la isla, con una extension aproximada de 60.000 metros cuadrados. La cima
de esta elevacion se encuentra presidida por tres talayots en ruinas, cuyas siluetas se
divisan desde los alrededores. El recinto de taula se encuentra adosado al mayor de
ellos.

La piedra soporte esta enhiesta, pero quebrada, y parte ha desaparecido. Estd muy
deteriorada. La piedra capitel se encuentra caida, vuelta del revés y situada sobre un
paramento de piedras junto a la entrada del recinto, tal como la dejé el notario Flaquer i
Fabregues tras la excavacion que realizé a principio de los afios cuarenta. El recinto de
taula se termind de excavar por R. Bordoy y P. Massanet en los afios setenta.

Seguidamente se dan las dimensiones de la piedra capitel en metros, segin diversos
investigadores. Al estar caida es muy facil de medir. Aparecen dos medidas para la
longitud y la anchura, ya que la piedra capitel estd biselada y, como ya hemos
mencionado, tiene forma de artesa o tronco de piramide invertido.
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Longitud | Anchura | Grueso
Martorell [2.45/2.32 |1.25/1.18 |0.65
Flaquer 2.50 1.25 0.60
Mascar6  [2.50/2.32 |1.25/1.18 |0.65
Ibaiiez 2.56/2.33 [1.30/1.17 [0.67

Si nos fijamos en las dimensiones mayores se puede constatar a simple vista que,
salvando errores de medida, la anchura es el doble que el grueso y la longitud el doble
de la anchura. Ahi estin las medidas del notario Flaquer, 0.60; 1.25 y 2.50 o del
conspicuo investigador de las taulas Mascar6 Pasarius 0.65; 1.25; 2.50. Sus dimensiones
estan en progresion geométrica. No deja de sorprender que un hecho tan evidente no
haya sido observado por ninguno de sus investigadores ni de sus numerosisimos
visitantes.

En la cultura talaydtica no cabe hablar de progresion geométrica. Alguien tuvo que
llegar a la isla con suficiente formacion matematica como para construir las taulas:
(quién fue?, ;Cuéando llegd?, ;Fue un seguidor de la escuela pitagorica? A favor de esta
hipdtesis esta el hecho de que los miembros de la secta que fundo Pitagoras en el siglo
VI aC eran los unicos capaces de dominar las leyes matematicas y, por tanto, los tinicos
que en esas fechas podian introducirlas en sus construcciones. También hay que
considerar la proximidad de Sicilia y de las ciudades de la Magna Grecia a Menorca.
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Taula de Torre d’en Gaumés. La piedra capitel esta caida y vuelta del revés. Sus
dimensiones siguen una proporcion geométrica.

Taula de Torralba d"en Salort

Taula excavada durante los afios 1973-81 por Fernandez-Miranda y W. Waldren. Tanto
la taula como su recinto estan muy bien conservados e impresionan por su grandiosidad.
Las medidas que hemos obtenido para esta taula, junto con las propuestas por otros
investigadores, se dan seguidamente. Es especialmente interesante el levantamiento de
las taulas que mediante restitucion fotogramétrica ha llevando a cabo el Departamento
de Expresion Grafica Arquitectonica (Dibujo Técnico) de la ETS de Arquitectura de
Valencia, bajo la direccion del profesor P. Navarro.

Binimelis | Mascar6 F-Miranda |Tolds Ibafiez ETSAV
Longitud [3.80-3.56 |3.80-3.70 |3.75-3.32 |3.83-3.60 |3.86-3.66 |3.83-3.69
Anchura [1.10-090 [1.20-1.05 |1.60-1.46 {1.20-1.05 |1.24-1.10 [1.18-1.05
Grueso [0.72 0.70 0.71 0.72 0.73 0.73
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Llama la atenciéon la falta de precision en las medidas dadas por el arquedlogo
Fernandez-Miranda, sobre todo en el 1.60 de anchura, que de haber consultado las
publicaciones de Binimelis o Mascar6, con quien colabor6 en diversas ocasiones, podria
haber corregido. Por ello no las tendremos en cuenta.

Seguidamente se calcula la media arménica (H) a partir de la longitud y el grosor de la
piedra capitel, y su resultado se compara con la anchura (a). Dadas dos longitudes A y
B, la media armonica se obtiene mediante la formula: H = 2AB/(A+B). La media
armonica era una medida empleada por los gedmetras y arquitectos griegos. Para el
siglo IV aC su calculo era dificil y suponia avanzados conocimientos matematicos. Hay
que pensar que su cdlculo se debia realizar mediante una determinada construccion
geométrica muy precisa y compleja.

Binimelis Mascaro6 Tolos Ibafiez ETSAV
Longitud 3.80 3.80 3.83 3.86 3.83
Grueso 0.72 0.70 0.72 0.73 0.73
Anchura (a) 1.10 1.20 1.20 1.24 1.18
Media arm (H) | 1.211 1.177 1.212 1.228 1.226
Dif H-a -11.1 cm 2.3 cm -1.2 cm 1.2 cm -4.6 cm

Préacticamente coinciden los valores calculados para la media armoénica y los medidos en
el campo, dado el logico desgaste de la piedra debido al paso del tiempo. Las
diferencias han sido las siguientes: 11.1; 2.3; 1.2; 1.2 y 4.6 cm. Estos resultados parece

que confirman la idea de que el disefio de la piedra capitel se hizo de acuerdo con esta
proporcion.

L8

Faiy

Vista frontal, lateral y posterior de la taula de Torralba d’en Salort (Alayor).
Las dimensiones de su piedra capitel siguen una proporcion armonica.
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GRABADOS RUPESTRES GEOMETRICOS EN MENORCA.

Vicente Ibafez Orts
capblanch@ctv.es

El paisaje menorquin esta surcado de cuevas. Alli donde la roca caliza cuaternaria
denominada “marés” ha formado un talud, el hombre talayético ha excavado cuevas con
hachuelas con una finalidad de habitacidon o de enterramiento. Estos lugares han sido
reutilizados para distintos fines con el paso de los siglos. Algunas de estas cuevas, muy
pocas, presentan grabados rupestres incisos en sus paredes. Entre ellos destacan los de
caracter geométrico, siendo algunos muy elaborados y complejos. En este articulo
vamos a comentar cuatro descubiertos por Mascar6 Pasarius en el afio 1952, que tras su
publicacion en revistas locales han caido en el més completo olvido. En general estos
grabados nunca han tenido una atencion que pudiéramos llamar matematica, y eso pese
a que estan formados por rectas, curvas y circulos, lo que se presta facilmente a dar una
interpretacion geométrica de los mismos.

Sobre todos estos grabados subyace el grave problema de su cronologia, si bien la fina
patina calcarea que en algunos casos recubre la incision parece justificar su antigiiedad.

El primer grabado que publicé Mascar6 es en realidad un conjunto de ellos. Aparecieron
en la “Cova de s’Encantament” (Alayor). Se hallan en una cueva cuyo techo se
desplomo parcialmente. Los grabados se encuentran en la parte delantera de una
columna de sustentacién adosada a la pared, y en su dia estarian al fondo del recinto
(Foto 1). En este conjunto de grabados, que los especialistas tienden a considerar como
un ideograma, destaca la figura de una estrella de cinco puntas, cuyas dimensiones
mayores miden 25 cm, y también la de un hombre desnudo y esquematico con cabeza
triangular, brazos en cruz, dedos de las manos muy marcados y rodillas dobladas, lo que
parece indicar una actitud orante o de respeto hacia la estrella. Los dos brazos miden de
mufieca a muiieca 17 cm. Se han dado varias interpretaciones a este ideograma, que
basicamente se reducen a un hombre en accion de gracias o adorando una estrella, pero
en ningun caso se ha relacionado este astro con el pentagono estrellado, simbolo de la
escuela pitagorica, lo que asociaria este grabado con los griegos de esta secta religiosa.
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Foto 1.- El arqu1tecto menorquin Victor Tolds M1chav1la observa el 1de0grama de la
Cova de s’Encantaments. Los grabados estan cubiertos de liquenes. Se distingue
claramente la estrella de cinco puntas y el hombre arrodillado ante ella junto con otros

dibujos de dificil interpretacion.

Urawades poemitigs de las cesvad @8 “c'Eacendement; soesdieds de I “Exdepcls @'Es Tilagr 7 de |
“u'Aloiadnlnn®

Ideograma de la Cova de s’Encantaments segtin Mascar6 (1952).

El siguiente grabado aparecio segun Mascar6 (1983) en una de las numerosas cuevas de
enterramiento del barranco de Na Foradada, en el término municipal de Es Migjorn
Gran. En su Geografia e Historia de Menorca Vol IV (1983) lo resené del siguiente
modo: “ uno de ellos triangular, surcado de lineas que le da un cierto parecido con una
choza, coronada por lo que parece una cruz con dos incisiones verticales a cada lado de

casi el extremo de sus brazos y una media circunferencia debajo del cruce de la cruz”
(Dibujo 1).

El grabado es realmente enigmatico y lo cierto es que excepto el mismo Mascard y su
colega Deribére, nadie mas habia vuelto a verlo hasta el punto de que en algunos medios
se dudaba de su existencia. Yo mismo he intentado localizarlo en numerosas ocasiones
a lo largo de estos afios, pero estos grabados incisos son de lineas muy tenues por lo que
para resaltarlos conviene iluminar lateralmente las paredes de las cuevas con una
linterna y aun asi es facil pasarlos por alto.
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Dibujo 1.- Tridngulo de la cueva de Na Foradada segiin Mascaro. Para ¢l representa una
choza de ramas rematada por una cruz. Junto a ¢l su reconstruccion. (Dibujo 2).

Finalmente, impulsado por mi interés y bajo la acertada direccion del arquedlogo Joan
C. de Nicolas, que indic6 sagazmente la cueva y el lugar en el que probablemente
estaria, el joven menorquin Ricardo Lépez Segura ha vuelto a descubrirlo.

El grabado se encuentra situado en la pared frontal de la gran columna central que
sustenta la boveda (Foto 2).

No cabe duda de que se trata de un grabado singular, de cardcter geométrico, de apenas
8,4 centimetros de altura por 7,8 de base y 6,2 de lado, y consta de una trama muy
interesante y compleja (Foto 3).

Foto 2.- Columna central donde se encuentra el grabado triangular. Frente a ella el
arquedlogo J. C. de Nicolas y Ricardo Segura entre cuyos dedos se encuentra el dibujo.
Foto 3.- Triangulo de Na Foradada. Las incisiones se han repasado con un lapiz para
destacarlo.

Ante ¢él, por una parte hay que resaltar la aceptable coincidencia entre la ilustracion de
Mascar6 y la realidad. Tan so6lo se dejé por dibujar la incision transversal que remata la
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cruz y que es equidistante respecto a las otras dos. Asi mismo, destaca lo bien trazado
que estd, excepcion hecha de la base del tridngulo, que da la impresion de que se inicid
desde un vértice y se termind desde el otro.

En el dibujo 2 hemos reconstruido el tridangulo salvando en lo posible los errores que se
cometieron al trazarlo a mano alzada. Creemos que este conjunto de rayas no es una
cabafia de ramas, sino algo mucho mas complejo, y que se dibujé con un fin
exclusivamente geométrico.

El tercer grabado (Dibujo 3) esta en la “Cova de sa Paisa de S’Almudaina” (Alayor). Lo
denominé “Arco y flecha” y le dio el nimero 15 (Mascaro, 1953b). El mismo equipo
que localiz6 el grabado anterior ha vuelto a encontrar este. (Véanse las fotos 4 y 5). El
grabado se encuentra en la enorme pilastra central, aunque en su lado derecho. Esta
realizado a mano alzada, de forma tosca, ya que la incisién es amplia y no tan aguda
como en el caso anterior. La altura del eje vertical mide 19.5 cm, y del punto A al B hay
22 cm. En este caso la similitud del dibujo de Mascard con la realidad no es tan
perfecta. El semicirculo segiin Mascar6 se ha trazado desde el punto C, mientras que en
la realidad parece que se ha hecho desde un punto externo, el O, que se encuentra a una
distancia CD del E. En el dibujo 4 se ha reconstruido la figura.
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Dibujo 3.- Grabado de la Cova de sa Paissa de s"Almudaina segun Mascard. Dibujo 4.-
Reconstruccion del grabado de sa Paissa de s’ Almudaina. En una segunda fase se puede
mejorar su horizontalidad.

Foto 4.- Gran columna central de la Cova de sa Paissa de S Almudaina con una pequenia
hornacina para ofrendas. En la pared lateral derecha se encuentra el grabado. Foto 5.-
Detalle del grabado. Las lineas incisas se han repasado con un lapiz.
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El ultimo grabado se encuentra en una cueva del predio de Calafi Vell. La cueva se debe
de encontrar mas alla de la casa predial, y debe de ser una de las cuatro que bordean el
limite de la finca con el barranco de Trebaluger, ya que en dicho punto hay un pequefio
altozano rocoso con cuevas y rodeado de maleza. Mascardé se limit6 a indicar que dicho
grabado esta en esa finca de labor, sin concretar mas su ubicacion. A pesar de nuestros
intentos muy intensos y sistematicos no dimos con €I, y por tanto nos basamos
unicamente en el dibujo que realizd6 Mascaro6 y que se recoge en Mascar6 (1953 n°3).

El grabado se muestra en el dibujo 5. En él aparecen dos cuadrantes de circulo
concéntricos, cuyo centro hemos marcado con la letra A. En el punto que hemos
denominado O puede observarse una cruz de lados desiguales, cuyo ramal derecho se
prolonga ingravido en el vacio de una manera exagerada y misteriosa hasta el punto B.

A 03 B

Dibujo 5.- Grabado que se encuentra en la pared de una cueva de Calafi Vell, Mascar6
(1953a).

Para nosotros esta figura geométrica representa un intento de “rectificar el circulo”,
esto es, tratar de extender sobre una linea recta la longitud de una circunferencia. En el
mundo helénico este problema se enunciaba como la cuadratura del circulo, a saber,
encontrar un cuadrado cuya superficie coincidiera exactamente con el area de una
circunferencia dada. Si bien el problema no tiene solucion por ser el nlimero Pi un
nimero trascendente, no siempre se ha sabido que esto era asi, por lo que ha habido
numerosos intentos de resolverlo. Para nosotros el segmento OB que se prolonga
excesivamente hacia la derecha del punto O, casi en el espacio tenebroso, es justamente
la longitud del circulo mayor cuyo centro es A, y presupone el conocimiento del nlimero
Pi. De hecho, si Mascar6 traz6 a escala su dibujo, y sobre €l se mide el didmetro del
circulo, y esta longitud se multiplica por 3.14, se obtiene el segmento OB. Es una
hipdtesis razonable, y de ser asi, el enigma de quién y cuando se trazo esta figura es
interesante y crucial. Ademads hay que tener presente que el grabado esté realizado de
manera tal que lo debe interpretar el espectador. Siendo esto asi, ;quién lo pudo dibujar?
Dado que Pitagoras falleci6 alrededor del afio 500 aC y que la destruccion de su escuela
y la didspora de sus seguidores se produjo hacia el afio 450 aC, tras la matanza de
Metaponto, al menos podemos arriesgarnos a tomar esta fecha como limite superior.

Frente a la hipotesis que hemos apuntado de que el ideograma de la Cova de
s’Encantament representa una estrella de cinco puntas o pentagrama, simbolo y
emblema de la escuela pitagorica, y dado que también aparecen pentagonos estrellados
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en las jambas del portal de entrada de la Cova de Santa Ana (Mahon), hoy en dia ya
desaparecidas por desidia y abandono, y en Alcaidas de Dalt, lo que junto con los
grabados aqui expuestos podria suponer algun tipo de contacto entre miembros de la
escuela pitagdrica y Menorca en los siglos III o VI aC, surge el inconveniente de que,
tal como cita Mascar6 (1983a), en el muro exterior de piedra de la ermita de la
Consolaci6 (Santanyi, Mallorca) hay grabada una estrella similar.
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