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UN ENFOQUE CONSTRUCTIVISTA EN LA ENSENANZA DE
LOS CONCEPTOS DE LIMITE Y CONTINUIDAD

Eleonora Catsigeras', Karina Curione’, Marina Miguez’

13 de abril de 2005

RESUMEN

Se analizan procesos cognitivos del aprendizaje significativo, desde un
enfoque constructivista, centrado en las practicas docentes aplicadas a la
ensefianza de los conceptos de limite de sucesiones y continuidad de
funciones, en un primer curso de Calculo del semestre de ingreso a la
Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Republica (Uruguay).

1. INTRODUCCION

Paradgjicamente la mayoria de las dificultades en el aprendizaje de los contenidos del
primer curso de Calculo al ingreso a la carrera universitaria de la Facultad de Ingenieria,
se encuentra en aquellos contenidos de la asignatura que son revision de los ultimos
afos de Ensefnanza Secundaria: limite, continuidad, topologia en la recta, sucesiones y
series, entre otros. Una de las razones es la dificultad intrinseca de dichos temas; aunque
basicos en la Matematica, involucran conceptos abstractos que en apariencia quedan
desconectados de las vivencias cotidianas de los estudiantes.

Las teorias constructivistas del aprendizaje (Piaget 1929, Vigotsky 1930, Ausubel 2002,
[1]) conciben el conocimiento como resultado de la interaccidon entre la nueva
informacion y la informacion previa, construyendo modelos para interpretar la nueva
informacion y no sdélo recibirla.

Ausubel formula en 1963 la teoria del aprendizaje significativo, una propuesta tedrica
influyente en el enfoque constructivista. [2] Posteriormente la teoria del cambio
conceptual, planteada en el modelo clasico de Posner y Strike (1982) aborda un aspecto
esencial de la psicologia cognitiva al centrarse en los procesos de transformacion del
conocimiento, pero aportando una perspectiva aplicada a la educacion, con estudios que
han llevado a concebir el aprendizaje de los conceptos cientificos como un proceso de
cambio conceptual. Desde esta ultimo perspectiva aplicada a la educacién en las
ciencias, uno de los objetivos centrales consiste en transformar, no sustituir sino
cambiar, las nociones cotidianas y superficiales con que los alumnos llegan a clase de
modo de adquirir los conceptos académicos y cientificos. La teoria del cambio

! Instituto de Matematica y Estadistica Rafael Laguardia (IMERL) de la Facultad de
Ingenieria. Universidad de la Republica. J. Herrera y Reissig 565 Montevideo, Uruguay.
Correo electronico: eleonora@fing.edu.uy
? Unidad de Ensefianza de la Facultad de Ingenieria (UEFI). Universidad de la
Republica. J. Herrera y Reissig 565, Montevideo, Uruguay. Correo electronico:
curione@fing.edu.uy
? Unidad de Ensefianza de la Facultad de Ingenieria (UEFI). Universidad de la
Republica. J. Herrera y Reissig 565, Montevideo, Uruguay. Correo electronico:
mmiguez@fing.edu.uy
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conceptual en ese sentido se refiere al pasaje de las ideas previas a los conocimientos
académicos que se pretende ensefar. [5]

A diferencia del modelo clasico de Posner y Strike sobre la teoria del cambio
conceptual, en los modelos contextualistas (Linder, 1987) no se pone énfasis en cambiar
las ideas previas sino en potenciar las capacidades de los sujetos para distinguir las
distintas concepciones y la manera mas correcta de aplicarlas en diversos contextos: el
saber aplicar los distintos conocimientos en distintos contextos.

Una de las limitaciones del aprendizaje memoristico o verbalista, si no va acompafiado
de un componente deliberado de aprendizaje significativo, es que se saturan las
capacidades cognitivas. “El potencial cognitivo humano a diferencia de un ordenador
no puede manejar con mucha eficacia informacion que se enlaza con él de manera
literal.” 2] Esto adquiere particular relevancia en el aprendizaje de la Matemadtica en el
ambito universitario; requiere tanto de parte del alumno como del docente estrategias
que promuevan el enlace significativo de los conceptos, como forma de propiciar un
aprendizaje con sentido para el alumno. La significacion personal implica que el alumno
atraviese un proceso de construccion personal de la informacion recibida, tendiente a
romper con un modelo de aprendizaje repetitivo donde el alumno asimila para luego
reproducir informacidén que a corto plazo perdera, o conservara como conocimiento
inherte.

Numerosos estudios acuerdan en subrayar que el aprendizaje de conceptos cientificos
exige como condiciéon fundamental, partir de los conceptos espontaneos con que los
alumnos llegan al aula y que se han originado en la vida cotidiana, por fuera del &mbito
académico. No obstante es sin duda imprescindible la formalizacion racional y
simbolica en alguna etapa de la ensenanza de los contenidos. Pero debe suceder y no
preceder a los procedimientos constructivistas. En las secciones siguientes se detallara
un poco mas algunos aspectos de las teorias del aprendizaje expuestas antes, en el
contexto aplicado a la ensefianza de los conceptos matematicos de limite de sucesiones
y continuidad de funciones, en el curso de Calculo al ingreso a la Universidad.

2. EL APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE LIMITE DE SUCESIONES
Resulta artificial y limitante introducir el concepto de sucesion restringiéndose al
espacio de puntos de una recta. Resulta mas amplio y facil de comprender comenzar por
sucesiones en un conjunto cualquiera, por ejemplo como subconjunto numerado de
puntos de un plano, (que puede ser en el mapa de una region o de una ciudad, para fijar
ideas), o el conjunto de personas de un pais (que pueden estar ordenadas por su cédula
de identidad).

El concepto matematico de sucesion es uno de esos pocos conceptos para los cuales el
significado usual de la palabra en la lengua espafiola coincide con el de la definicion
precisa matematica general.

(1) Sucesion es un conjunto de cosas que se hallan o pasan una después de la otra
(diccionario Kapelusz de la Lengua Espafiola).

(2) Definicion matematica: Sucesion es una descripcion ordenada, segun la ordenacion
natural’, de elementos de un conjunto no vacio cualquiera A (en la que se admite
repeticiones y ausencias de elementos de A).

Castorina plantea: “Las ideas previas pueden ser un obstdaculo o también pueden ser
ideas precursoras” [3] del concepto cientifico que se pretende introducir. Por una parte,
en la definicion matematica abstracta de sucesion, las ideas cotidianas son precursoras.
Pero para eso es conveniente que no estén deformadas por la escolarizacion previa que

* Ordenado segun ordinales que son los numeros naturales: 1,2, 3, ...,n,n+1, ...
572



Actas del Congreso de Matematicas XII JAEM

suele definir sucesion de manera restringida y desconectada del significado usual y
general en el lenguaje cotidiano. Por otra parte algunas otras ideas cotidianas
constituyen un obstaculo, por ejemplo algunas ideas previas al concepto de limite de
una sucesion.

La idea intuitiva pero precisa de limite es la siguiente: En el paso n el término de la
sucesion y todos los que siguen van a encontrarse tan cerca como se desee de su limite.
[4]

La idea previa erronea es el unico modo de acercarse al limite consiste en avanzar hacia
¢l de forma que en cada paso se est¢ mas cerca del limite que en el paso anterior. Se
cree que la aproximacion al limite debe mejorar de un paso al siguiente, y que si esto no
sucediera entonces la sucesidn no podria ser convergente. El estudiante descarta
equivocadamente el acercamiento al limite con sucesivos avances y retrocesos,
creyendo que estos implican la oscilacion permanente y la inexistencia de limite.

El concepto previo aunque equivocado es persistente y resistente. Cuesta convencer al
estudiante de su falsedad. Aunque el alumno reconoce haber entendido un
contraejemplo, no resulta facil que asimile significativamente la afirmacion de que no
toda sucesion convergente es necesariamente monotona. La persistencia de las ideas
previas fue sefialada por diversos autores de las teorias de cambio conceptual en el
aprendizaje. Pozo sefiala en [7] uno de los factores explicativos de la tenaz persistencia
de las ideas previas: “Tomando uno de los tantos términos que delimitan el concepto
diremos que las ideas previas o espontaneas surgen de la actividad cotidiana del sujeto
en un proceso de interaccion con el entorno. Sirven entre otras cosas para predecir ese
entorno.” Es necesario lograr el cambio de las ideas cotidianas erroneas; para esto
apelamos no solo a contraejemplos tedricos, sino a nuevas ideas cotidianas que los
ilustren. Un medio, en el caso del limite de sucesiones no mondtonas, puede ser por
ejemplo el siguiente argumento informal pero preciso: Se puede aproximar desde el sur
al punto A del Ecuador, sin alcanzarlo nunca, caminando tres pasos hacia el norte, dos
hacia el sur, y asi sucesivamente tres hacia el norte, dos hacia el sur, cada vez pasos
mas cortos de modo de no alcanzar nunca al punto A pero de aproximarse a él, como
limite asintotico, en infinitos pasos. La sucesion de pasos no es monotona y el limite
seria A lateralmente por el Sur.

Recordamos el planteo de Ausubel para quien la condicion mas importante para que el
aprendizaje sea significativo es que pueda relacionarse, de modo no arbitrario y
sustancial, con lo que el alumno ya sabe. Consideramos que el ejemplo anterior tiende a
esa direccion.

3. EL APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD.

Al introducir el concepto de continuidad de una funcién en el aula suelen aparecer, en
forma mas o menos consciente, diversos conflictos cognitivos con ideas cotidianas y
previas. Resulta dificil lograr el aprendizaje significativo del concepto de continuidad de
una funcion, principalmente por la falta inicial de inteligibilidad para el alumno de la
primera de las siguientes definiciones matematicas precisas (aplicable a funciones reales
de una variable real):

(3) Definicion: Un funcion f: D = C es continua en el punto a del dominio D si para
todo ¢ >0 existe 0 > 0 (llamado modulo de continuidad) tal que |f(x)—f(a)| < € si |x-a|
<0

(4) Definicion: Una funcion > D =2 C es continua si lo es en todos los puntos de su
dominio D.

La idea intuitiva previa con la que el estudiante accede al curso universitario es la de
que “la grafica de una funcioén continua tiene un trazo continuo”. Eso es incorrecto ya
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que depende de la conexion del dominio de la funcidén. Para reconocer el conflicto
puede plantearse la siguiente observacion practica: Si el dominio esta formado por dos
intervalos disjuntos, la funcion puede ser continua aunque su trazo en la representacion
grafica no puede realizarse sin levantar el lapiz.

De acuerdo con las formulaciones de la teoria del aprendizaje significativo, la definicion
(3) presenta un desafio. Es usualmente repetido el concepto de continuidad de una
funcion en un punto, tanto por estudiantes como por docentes, verbalmente y
desestructuradamente, a lo sumo relacionandolo con propiedades de la grafica de la
funcion y con simbolos de implicacion légica. Pero creemos que no es
significativamente comprendido el concepto, entre otros motivos, porque queda
desconectado de ideas previas intuitivas y cotidianas.Veamos un ejemplo de como
puede subsanarse este problema.

Ejemplo: Consideremos un aparato f (usemos la letra f de funcion), por ejemplo una
caja con una puerta de entrada, por donde entra la variable independiente “X°, y una
puerta de salida, por donde sale la variable dependiente “Y= f(X) ".

ol Y S e O T

--- Hay un valor deseado a la salida Y, para el cual la entrada deberia ser exactamente
Xo. Es decir f (Xo) = Yo. Ni la variable de entrada ni la de salida se pueden ajustar a
valores exactos siempre, sino que hay errores, imprecisiones que hacen que el valor de
X sea aproximadamente pero no necesariamente igual a X, y por lo tanto el valor de la
salida Y = f (X) sea aproximadamente pero no necesariamente igual a Yo = f (Xp ).

--- El técnico de matenimiento del aparato debe satisfacer al cliente. El cliente evalaa
coémo funciona la caja observando unicamente lo que sucede en la variable a la salida Y.
En cambio el técnico acondiciona el aparato de modo de satisfacer la demanda del
cliente, ajustando Unicamente la variable de entrada X.

--- El cliente demanda que sea Y = Yy, pero admite que la igualdad no se cumpla
exactamente sino con un margen de error maximo € > 0: |[Y — Y| <e&.

--- El técnico entonces ajusta la variable de entrada, pero no puede siempre ajustarla de
modo que X = X, exactamente. Se admite una tolerancia de variacion a la entrada >0: |
X—=Xo| <0

--- Finalmente el técnico debe ajustar la entrada con una variacion delta adecuada de
forma que valga la siguiente premisa: | X — Xo| <o IMPLICA |Y — Y| < &. Significa
que se ajusta la entrada con una variacion adecuada que satisface la demanda del
cliente.

Creemos que no alcanza con la exposicion del docente de su propia idea cotidiana
relacionada con el concepto a definir formalmente. Es necesaria una construccion
reflexiva efectuada intra e interpersonalmente a los alumnos. Estas actividades han sido
promovidas mediante un foro de discusiéon en la que los estudiantes preguntan,
responden e intentan responder, moderado por el docente. Este foro establece una
actividad y actitud social de los alumnos entre ellos y con el docente. Se aprende
Matematica cuando se trata de justificar, sustentar y defender ante los otros los
conceptos aprendidos. Desde la perspectiva de Vigotsky las formas superiores de
conocimiento son socio-generadas. La atencidon, la memoria logica, la formacion de
conceptos, la voluntad, se generan en el plano social y luego se desarrollan en el
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psicoldgico. Incluso al convertirse en procesos psiquicos su naturaleza mantiene el
rasgo cuasi-social: Hasta a solas el hombre ejercita funciones de comunicacion. [6]

Como conclusion observamos que la definicion precisa (3) planteada anteriormente
es imprescindible en la ensefianza del concepto de continuidad de una funcion. No debe
ser sustituida por las ideas cotidianas o intuitivas que se utilicen para ilustrarla. Pero
debe proceder y no anteceder a la presentacion constructiva de la idea que la ilustra. Y
esta debe ser ajustada con precision al concepto cientifico que se pretende ilustrar.

4. CONCLUSIONES

El racionalismo estd implicito en la actitud observada frecuentemente de encarar
como primera y a veces unica estrategia de resolucion o de demostracion, tanto por
docentes en sus exposiciones en clase, como por estudiantes en la resolucion de
problemas, el uso exclusivo de premisas logicas racionales sobre los simbolos formales
de las definiciones, apelando a la racionalidad légica como calidad innata en el
conocimiento.

El empirismo, el otro polo en las teorias filosoficas clasicas del conocimiento,
también esta implicito en la actitud pasiva, no menos frecuente en docentes y alumnos,
de encarar el aprendizaje como una impresion de conocimientos provenientes del
exterior en una mente rasa, a lo sumo bajo un sistema de estimulo y respuesta, y de
encarar como primera y a veces Unica estrategia de resolucion o de demostracion la
practica del ensayo y error.

Ambos polos se manifiestan frecuentemente en los textos y las clases expositivas,
acopladas al asociacionismo. Ambos, que son en realidad extremos de un continuo de
actitudes frente al aprendizaje, son necesarias. Pero no son suficientes si hay poca o nula
interaccion continua con las actividades y actitudes sostenidas por las teorias
constructivistas del aprendizaje.
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UN METODO ALTERNATIVO DE LA CO!\ISTRUCCION DE LA RECTA
TANGENTE PARA FUNCIONES CONCAVAS SIN DERIVAR

Oleksandr Karelin, Carlos Rondero Guerrero, Anna Tarasenko
Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo

Resumen

Las nociones de limite y derivada de una funcién en un punto, son dificiles de
comprender por parte de los alumnos de bachillerato y licenciatura. Las dificultades se
encuentran precisamente en las definiciones de estas nociones, no en la aplicacion de
las reglas formales y en el uso de las formulas.

No se pretende sustituir a los métodos clasicos, sino mas bien se propone un enfoque
alternativo basado en métodos no tradicionales en los que se incluye un andlisis del
comportamiento de las funciones que posibilite a los estudiante de matematicas de
diferentes niveles educativos, el entender mejor los conceptos basicos del célculo y sus
conexiones.

Empezamos con el analisis del método de Fermat, que existi6 antes de Leibnitz y
Newton, [1-4]. Aqui se da una interpretacion contemporanea del calculo diferencial [5].

A

Y
k Q
f(x+e) D

1) P y=/0%)

v

Figura 1

Por tridangulos semejantes, obtenemos la siguiente igualdad
s+e k

s f(v)

Despejando s tenemos
I

= 1.1
k=f(x) (b

Fermat genera la pseudo-igualdad

k~f(x +e) (1.2)
Nuestra interpretacion.
Anotamos el incremento del argumento Ax=(x+e)—x=e, Ax=dx=e

y el incremento de la funcion

Af = flx+e)=f(x) (1.3)
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Al contar que f(x) es una funcion diferenciable podemos escribir el incremento por
dos partes,

Af =df +o(e) (1.4)
Parte lineal que es diferencial df y parte no lineal que es infinitamente pequefio de
orden mas que uno o(e), esto es, lin(}o(e) =0.

e—>! e

El diferencial de la funcion y = f(x) en Figura I es:

df =k— f(x) (1.5)
Escribimos la pseudo-igualdad (1.2), en otra forma: f(x+e)— f(x)~k— f(x) VY
Af ~df
De las férmulas (1.3), (1.4), (1.5) obtenemos la igualdad cierta
k= f(x+e)—o(e) (1.2%)

En este sentido es necesario entender la pseudo-igualdad de Fermat.

Posteriormente Fermat sustituye k£ de (1.2) en la ecuacion (1.1), y obtiene

ef(x)

~— (1.6)
Jfix+e) - f(x)
Dividiendo por e el numerador y denominador el miembro derecho,
ef(x)
s~ se obtiene
fix+e)— flx)
e
)
5 ~ 1.7
fox+0)- ) 47
e

Vale la pena aclarar que si se sustituye & de (1.2*) en la ecuacién (1.1), obtenemos la
igualdad cierta

g = ef (x) (1.6%)
f(x+e)=f(x)—o(e)
Si hacemos las mismas operaciones obtenemos
_ fx) "
T o109 _ole) 47
e e
Fermat factoriza e de la expresion f(x+e)— f(x) y elimina este factor e,

fx+e)=f(x) _

= [términos sin e |+[términos con e ],
e

_ JS(x)

- [terminos sin e]+[terminos con e]

luego de la expresion restante €l elimina términos que contienen e
X
s = S ) (1.8)

terminos sin e

Damos interpretaciones de las transformaciones a la fraccion
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fx+e)=f(x) _df +ole) _df _ole) _df _ole)
e e e e dx e
y sentido de los corchetes

[términos sin e ]= Z’lf = f'(x), [términos con e ]= @.
X e

o(e)

La eliminacion los términos con e corresponde el calculo del limite lim =0.

e—0 e
Podemos escribir la formula (1.8) con la derivada
5= f,(x) (1.8%)
S'(x)
Observamos que la formula (1.8*) para la subtangente s, cuando f(x)# 0, sigue de
(1.1) 0 (1.7*) si se usa la nocion de limite, se obtiene,
o 19 |
[ ST, 0(e)

e—0 e e=>0 ¢

Método propuesto [6].

Considérese a las funciones y = y(x) con xe D, D=[a,b] para las cuales en cada
punto (x,,y,), X, €D de su grafica L:{(x,y(x))} existe una y solo una recta
R(xy,y0): y=m, -x+p,  que pasa por el punto (x,,y,), no tiene otros puntos

comunes con la grafica L y estd ubicada arriba o abajo con respecto de la recta
R(x,,y,) . La clase de tales funciones vamos a denotar con C. La clase de tales rectas

para una funcién, y = f(x) se denota como 7'(f) y se les llamara rectas tangentes.

A y=f(x) A
y=m x+p,.
y=m x+p,. y=f(x)

Yo

v

v

X 0 // X 0
Afirmacion 1.

Se  escoge una funcion y=f(x) de la clase C y un punto (x,,y,),
Yo =f(xy). Unarecta R(x,,»,):y=m, -x+p, eslarectadelaclase T'(f) enel
punto (x,,y,) para y=f(x) si y so6lo si la funcion y=F(x),
F(x)= f(x)=[m,
a) El punto x=x, es un punto minimo para y = F(x) entonces se cumple la
desigualdad

(*)  F®)2F(x) o f()-[m, x+p, ]2 f(x)=[m, -x+p,]

, - X+ p, ] tiene su punto minimo o punto maximo en x = x,.
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Una recta R(xy,y,):y=m, -x+b,  es delaclase T(f) en el punto (x,,y,) para
v = f(x) sty solo si, la desigualdad (*) se cumple alrededor de x = x,,.

b) El punto x=x, es un punto maximo para y = F(x) entonces se cumple la
desigualdad

(**) F()<F(x) o f(x)-[m, -x+p, 1< [f(x)=[m, -x,+p,]
Una recta R(xy,y,):y=m, -x+b, es delaclase T(f) en el punto (x,,y,) para

v = f(x) siy solo si, la desigualdad (**) se cumple alrededor de x = x,,.

A y=f-[m x+p,] A
xO
4 = >
- > y=f(x)—[m, x+p,]
xO

Para construir R(x,,y,):y =m, -x+b, es necesario hallar m, de (*) o de (**)y
calcular p, porlaformula p = f(x))—m, x; . Si
m, es un namero tal que la desigualdad (*) o (**) se cumple alrededor de x = x,
entonces x = x, es el punto minimo o0 maximo para y = F(x) y m_ es el pendiente de

la recta R(x,,y,) -

Usando esta conexion entre los puntos minimos y maximos y la recta tangente de una
funcion de clase C, se propone hallar la recta tangente de algunas funciones simples,
para lo cual se consideraran ejemplos que incluyen problemas especificos asi como las
dificultades de la aplicacion del método propuesto a las funciones elementales.

Sea la funcion y = x’, vamos a encontrar una ecuacion de la recta tangente que pasa
por el punto (1,1) sin hacer uso de la derivada.

Segtin la Afirmacion 1, funcién y = x” —[mx + b] debe tener su punto minimo local en
x =1, debe cumplirse la desigualdad
x'—mx—b>1"-ml-b o (z+1)° —m(z+1)>1—m , enunavecindadde z=0.
Después de las operaciones tenemos

224322 +3z2-mz>0 o z(z°+3z+3-m)>0.

La expresion (z” +3z+3—m) es negativa alrededor de z=0, cuando m <3

\_ o
2(z* +3z+3-m) Nr

la desigualdad no se cumple alrededor z=0.
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La expresion (z° +3z+3—m) es positiva alrededor de z=0, cuando m >3

/
2(z* +3z+3-m) >
/(;

la desigualdad z(z® +3z+3-m)>0 no se cumple alrededor z=0.

Cuando m =3 la desigualdad toma la forma z*(z+3)>0
z°(z+3)

v

-3 0
Esta desigualdad se cumple alrededor de z=0.
De aqui tenemos m =3, y la resolucion del problema y=3x-2.

El manejo de tales técnicas puede ayudar a los estudiantes de matematicas de diferentes
niveles educativos a asimilar métodos de analisis sobre caracteristicas graficas de las
funciones.

El material presentado sirve para entender mas profundamente a los conceptos
fundamentales del célculo y algunas de sus articulaciones entre si.
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EL "POR QUE" DE LAS SOLUCIONES "NO VALIDAS" AL
ELEVAR AMBOS MIEMBROS DE UNA ECUACION AL
CUADRADO

Abel Martin
IES Pérez de Ayala de Oviedo - Asturias

Presentamos el resultado de una experiencia llevada a cabo en el aula con alumnos
de 15/16 afos, de 4° de ESO, opcion B, donde podremos observar diferentes estrategias
educativas que han surgido con la aparicion de las nuevas tecnologias, para afrontar la
ensefianza de las Matematicas. Comprobaremos la posibilidad de demostrar de forma
"grafica" contenidos realizados con las matematicas tradicionales y que siempre nos
hemos tenido que creer porque el "profesor" lo decia, pero que no llegamos a
comprender jamas:

¢Por qué al elevar al cuadrado ambos miembros de una ecuacion
podemos obtener soluciones NO VALIDAS?.

Al modificar los procedimientos de ensefianza; propondremos
una nueva organizacion de la clase, coexistiendo, de forma simultanea,
la matematica "tradicional" con otra mas "innovadora", incluyendo
nuevos tipos de actividades ALTERNATIVAS donde la reflexion, la
toma de decisiones y la aplicacion sean el objetivo fundamental.

Introduccion.

La Organizacion de la ensefianza de las Matematicas han de cambiar
inevitablemente sus objetivos, procedimientos y metodologia para adecuar el impacto
de la aparicion de las nuevas tecnologias, entre las que vamos a destacar los nuevos
modelos de maquinas de calcular, por su sencillez, pequefio tamafo, manejabilidad y
precio, tal y como se esta haciendo en todos los paises "desarrollados".

Este ha sido el motor fundamental que nos ha llevado a realizar esta experiencia
"piloto" en el IES Pérez de Ayala de Oviedo (Espafia), con alumnos de 15-16 afos,
utilizando la metodologia ClassPad.

Nociones previas

Recordemos que "resolver una ecuacion" es buscar el valor de "x" que verifique la
igualdad del enunciado; veamos una ecuacion, que resolveremos graficamente:

4 -2x=x-3

Consideraremos cada uno de los miembros de la ecuaciéon como una funcidén
independiente y representaremos independientemente las 2 funciones para observar qué
valores toma. Luego representaremos simultdneamente las 2 graficas para observar
cuando yl =y2:

yl=4-2x y2=x-3
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Representacion

Segundo miembro:
simultanea

Primer miembro:

yl = 4 -2x y2 = x-3
~ Edit £oom Andlisis # |  Edit Zoom Anilisis #+ | “ Edit Zoom Analisis *
E EEIE=] FE bax] ] RS [ [ [ ] e [ R

o o e s S R

r

w

w
F N

AN

Para conocer el punto exacto que verifica que yl = y2 averiguamos el punto de

corte de ambas rectas:
(2.3333333333..., -0.6666...)

Interpretacion de dichos resultados: para x = 2.3333... ambas funciones alcanzan
el mismo valor (-0.6666666..); es decir, la ecuacion se verifica para x = 2.3333...

ANALICEMOS QUE LE PASA A UNA ECUACION CUANDO SE LE
APLICA UNA MISMA OPERACION A AMBOS MIEMBROS:

SUMAR - RESTAR

Sea la ecuacion 4-2x=x-3
yl=4-2x; y2=x-3
Sumamos a ambos miembros diferentes cantidades +1, +2, +3
yl=4-2x+1 yl=4-2x+2 yl=4-2x+3
y2=x -3+ 1 y2=x—3+2 y2=x —3 +3
N Edit Zoom Andlisis + N Edit Zoom Andlisis + W Edit Zoom Andlisis +
T 2 e 1 v A

[ [ P ] ] [ A

e

F

sl

Interseccian

F

w
sl
w

sl

Interseccican
e LR RPC 1 IC JCHCTCHC ), NIl IR ICICICICTCIC

Interseccian

rC=Z, ZIITIIIWUCSE, IEEIEET

rC=7, 3222333 LC=A, 3III533

Wl=d-Zxx+] | WE=d—EHE+E | WS=d -2+

Rad Cpli [m] Rad Cpli [m] Rad Cpli [T}
e

Los valores que toman las funciones en
cada momento son distintos pero el valor de
"x" donde se cortan sigue siendo el mismo,
es decir, la solucion de la ecuacién no varia.

il

oL
o

xo=r. 3333330 yc=—3. 8

E7=73 |
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MULTIPLICAR
yl=4-2x; y2=x-3
Multiplicamos ambos miembros por diferentes cantidades 1.5, -2, -2.5

Los valores que toman las funciones en cada momento son distintos pero el valor
de "x" donde se cortan es el mismo, es decir, la solucién de la ecuacion no varia.

il

Al realizar cualesquiera de estas
operaciones no se modifican los elementos
geométricos, siguen siendo rectas, por lo
que el numero de soluciones son las mismas

F 9

...que pasaria si multiplicamos ambos
miembros por una misma incognita, por unaj
! Interseccisn misma variable.
=2, FIFEIZTWC=—1)0 0

Sea la ecuaciéon 4 —2x=x-3
yl=4-2x ; y2=x-3
Multiplicamos ambos miembros por diferentes cantidades por "x"
4-2x)x=(x-3)x
yl=(4 —2x)x y2=(x —3)x

e Y FY

>

Al

d &
1 ’ 4 b | b
Interseccisan Interseccidn

w xc=2, 333232 wyuc=—1. 555555 xc=H@ wc=H]
| | l=td—Twrinm 15 [wl=td—Tximz 15

Al multiplicar por "x" transformamos cada funciéon en una de un grado superior y,
por lo tanto, adoptard una nueva forma. Asi, el nimero de soluciones (puntos de
corte) aumenta, siendo una de ellas la misma pero otra sera NO VALIDA en la
ecuacion de partida.

x=0 NO VALIDA x =2.3333 VALIDA

"Elevar al cuadrado es un recurso muy utilizado en la resolucion de
ecuaciones irracionales™

Veamos unos ejemplos que nos ilustren estas cuestiones realizadas y utilizadas
habitualmente en la matematica tradicional y asi comprender los resultados obtenidos:
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*-\..?

i

©

R

Practica 1
Resuelve la ecuacidon  3x-2 =4

Meétodo I Lapiz y papel

¥ Arch Edit Im=sert. Accidn W Arch Edit Imsert. Accidn
e EIEYEEEC R
rFe

Rcr. 1 Sustituimos en el
Ax—-2 =4 enunciado
Método I W Ex-2 =4
Con lapiz v papel Fara x=&
Elewaros ambos miembros
al cuadrazdn:r | Comprobacisn
[ax-z =42
Jx—2=16 ™
et JEE-2 =4 -
=5 d4=4
Veamos =i este resultado o
=g ha producido como
consecuencia de elewar
ambos miembros al
cuadrada L
b
Algeb Decimal  Cplj Rad g Algeb Decimmal  Cplj Rad ]
X=06 SOLUCION VALIDA
Método IT ~ Resolucion grafica
=3x - Simultaneamente
yi= Ar_2 yl=3x-2
y2=16

y2=4 [ Edit Foom Analisiz +
[EE [EE P R ] s s [ e O e ] P T T [0 |

[T ] P N

F

F

Interseccian ..
XC=6 e S ‘ryin_tfgsec,c,lon TC=6 woo=5. 5
1=(3xx—21" (152} = = 5=¢
[ x | lio=mr2 T [ |
Fad Crlj ]

Aunque por métodos algebraicos originamos modificaciones en las funciones, con
sus correspondientes cambios de comportamiento, segin se puede ver en sus graficas,
sigue manteniéndose el valor de "x" (x = 6) en el punto de corte.

‘= Practica 2

Método I Lépiz y papel
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I B = E D IR =S

Act. 2 - x=—14 : x=-3

o T3 —x=T7 \Veamos si estos

Métada I rEEultadc_is =2 han

Con lapiz v papel Pr'u:-duu_du:- camo
— consecuencia  de elewar

Fod =T ambos miembros al

Elewaros ambos miembros
al cuadrado

(3% ) =(74)2
T-Gx=dOx T 1 4

21 7ra2=0
Resolvernos la ecuacidn

cuadrado
| Sustituimos. ..

Y T-3e (141 —(-14)=7 -
Mo Solution
T3+ (=32 —(=3)=7

7=7
de segundo grado o
| Solwe
x=—14 ; x=-3 —
had had

x=-14 SOLUCION NO VALIDA  x=-3 SOLUCION VALIDA
Método IT Resolucion grafica

yl= J7-3x yl=7-3x yl=7-3x
y2=7 +x y2=49 + x> + 14x y2=49 + x* + 14x

1/4 M| 4 >

T Iy Iy

Interseccidn Interseccidn
ro==73 1ryc=4II'ItE'FSE'C.t ro=—13 wruc=15 = ro=—14 woo=49, =
[l=t7—Fwmr i 1l/22 | [ [w3=7—3mx | [¢3=T-Fxx |

¢ Edit Zoom Analwsis #

Por métodos algebraicos originamos
modificaciones en las funciones, con sus
correspondientes cambios de
comportamiento, segiin se puede ver en sus

graficas. Aunque sigue manteniéndose el
valor de "x" (x =-3) en el punto de corte, 4 > 4

aparece uno nuevo (x =-14) que se desecha .
como solucion a la ecuacion inicial.
=-3 SOLUCION VALIDA i
x=-14 SOLUCION NO VALIDA — o= SO2ES
R:d Crlx T

EJERCICIOS DE CONSOLIDACION:
Actividad 1: Resuelve la ecuacion vx+1 + +/x—4 =1

SOLUCION: En esta ecuacion se podria observar que obtenemos una Unica
solucién, pero que no es valida.

Actividad 2: Resuelve la ecuacion +/3x+4 - ¥x-3 =3
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SOLUCION: En esta nueva ecuacion obtendriamos 2 soluciones, y las 2 serian
validas.

Al elevar al cuadrado una funcion pasa a ser de grado superior, con las
modificaciones geométricas correspondientes, que hacen que su forma pueda ser
diferente y, por lo tanto, los puntos de corte pueden ser iguales, distintos o mas
numerosos. Es por ello que hay que verificar cudl de los valores obtenidos sigue
verificando la ecuacion inicial.

Reflexion final:

La inclusion de estas nuevas herramientas educativas matematicas de ultima
generacion ha supuesto un enriquecimiento en la adquisicion de conceptos y en la
busqueda de métodos alternativos a los "tradicionales", posibilitando una metodologia
"mas innovadora" que se ha traducido en unos mejores resultados académicos con
respecto a los correspondientes grupos "testigo", donde no se han utilizado en ninglin
momento este tipo de maquinas.

Es hora de comenzar a derribar esos "muros infranqueables" que presenta la
ensefianza secundaria, y no digamos la primaria, esclava de los algoritmos y del calculo
mecanico que, como profesores, vamos transmitiendo de generacidon en generacion, y
busquemos ese objetivo fundamental que ha de ser:

ii ENSENAR A PENSAR !!

Recordando a Miguel de Guzman, quien con sus
ensefianzas me hizo comprender la importancia de las
demostraciones visuales en la practica matematica
diaria del aula.

Ampliacion de contenidos, una vez finalizadas las XII JAEM, en
www.classpad.tk
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LA RECTA NUMERICA EN LOS LIBROS DE TEXTO DE LA
EDUCACION OBLIGATORIA

Alicia Bruno y Noemi Cabrera
Universidad de La Laguna

1. Introduccion

Se presenta un estudio de como trabajan y utilizan la recta numérica los libros de texto
de tres editoriales en Espafia (Edebé, Santillana y SM) en los cursos de la ensefianza
obligatoria (Primaria y Secundaria), en las unidades didacticas de nimeros y algebra.

El uso de la recta numérica no es facil para muchos estudiantes de primaria y
secundaria. En los trabajos de Carr y Katterns (1984) y Ernest (1985) se mostraron
evidencias de que la mayoria de los estudiantes de primaria no comprenden los
principios en los que se basan las representaciones en la recta de las operaciones de
suma y resta de numeros naturales. También con nimeros negativos los trabajos
realizados muestran que la recta no es un modelo obvio para los estudiantes y que
necesita de un proceso de instruccion en el aula para su correcto uso (Bruno y Martin6n,
1997, Bruno y Cabrera, 2005, Gallardo y Romero, 1999).

Las investigaciones citadas nos llevaron a plantear un estudio del tratamiento que recibe
la recta en los libros de textos de la Educacion Primaria y Secundaria Obligatoria, en
principio, en tres editoriales, aunque aspiramos a ampliarlo. El andlisis se realizd con
10 libros de cada editorial de las ya citadas (un libro de cada curso de Primaria y
Secundaria) del actual Sistema Educativo. Aunque la recta suele aparecer en diferentes
contenidos (nimeros, funciones, medida, graficos estadisticos...), en este trabajo nos
centramos en sus apariciones en los temas de numeros y de algebra, ya que en éstos
debe explicarse los principios en los que se basa el modelo de la recta.

2. Objetivos y Metodologia
Los principales objetivos que nos planteamos en este trabajo son los siguientes:

1. Estudiar en qué conjuntos numéricos (N, Z, Q y R) y con qué frecuencia se
utiliza la recta numérica en la Educacion Primaria y Secundaria Obligatoria.

2. Analizar para qué aspectos numéricos y con qué continuidad se emplea la recta:
concepto, operaciones u orden.

3. Distinguir como son las representaciones utilizadas en la recta para los tres
aspectos del objetivo 2. Estudiar los tipos de representaciones, el uso de rectas
horizontales o verticales, el uso de contextos asociados a las representaciones y
las estructuras de los problemas verbales que se representan con la recta.

Concepto de numero

En el aspecto de concepto de numero entendemos las representaciones de los numeros
cuando no estdn asociados a ninguna operacion ni al orden. Estudiamos si las
representaciones en la recta se usan para “colocar los numeros” (representar los
numeros de manera aislada) o como apoyo para “estimar”. Ademas, diferenciamos si los
nimeros se representan con puntos o con flechas y si las rectas usadas son horizontales,
verticales o ejes cartesianos.

Suma y resta

En la suma y resta distinguimos si las representaciones utilizadas son del tipo puntos-
flecha (ver figura 1) o del tipo tres flechas (ver figura 2). En ocasiones, estas
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representaciones pueden venir acompaifiadas de un problema aditivo verbal. Es por ello
que también distinguimos el tipo de estructura de problema a las que se asocian. Los
problemas aditivos que analizamos los hemos denotado como sigue:
cambio (e; + v = e, estado inicial + variacion = estado final)
dos cambios (v| + v, = vy, variacion primera + variacion segunda =variacion total)
combinacion (e; + e, = e, estado parcial 1 + estado parcial 2 = estado total)
comparacion (€ + ¢ = e, estado menor + comparacion = estado mayor)

_—
I R N T R R
| I h I I h I
(0] 1 2 3 4 5 6 | | | | | | |
[ I T T T ] T
o 1 2 3 4 5 6
Figura 1. Representacion de una suma con Figura 2. Representacion de una suma con
puntos-flecha tres flechas
Producto

Para el producto distinguimos si las representaciones que se utilizan son de sumas
reiteradas (ver figura 3) o bien como producto cartesiano (ver figura 4).

o1 2 3

Figura 3. Representacion del producto como | Figura 4. Representacion del producto como
sumas reiteradas producto cartesiano

Igual que en las sumas y las restas, estas representaciones pueden aparecer
contextualizadas con problemas de multiplicacién o division. Distinguimos si los
problemas que aparecen son de razon, comparacion o producto cartesiano.

3. Resultados

En la tabla 1 podemos ver la frecuencia con la que aparece la recta numérica en los 10
cursos analizados y en cada editorial, ademas se muestra esta frecuencia desglosada en
cada uno de los aspectos numéricos (los porcentajes en la tabla se han calculado con
respecto a la frecuencia con la que aparece la recta en cada editorial).

Edebé Santillana S. M.
Frecuencia | % Frecuencia % Frecuencia %
191 265 163
Concepto de nimero 143 75% 157 59% 123 75%
Suma 24 13% 69 26% 25 16%
Resta 4 2% 19 7% 7 4%
Producto 2 1% 7 3% 6 4%
Divisién 0 0% 0 0% 0 0%
Orden 18 9% 13 5% 2 1%
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Tabla 1. Frecuencia con la que aparece la recta en las tres editoriales

Vemos que en las tres editoriales, el concepto de numero es el aspecto en el que mas se
utiliza la recta, con mucha diferencia respecto a su uso para representar las cuatro
operaciones y el orden. Santillana es la editorial que mayor frecuencia presenta para el
concepto de numero (157), sin embargo, SM y Edebé tienen mayores porcentajes
respecto al nimero de veces que usan la recta (75%).

La recta no es un modelo con el que se explican las cuatro operaciones en ninguna de
las tres editoriales, ya que nunca aparece relacionada con la division. La suma es la
operacion en la que mayor numero de rectas se utiliza y porcentajes mucho menores
presentan la resta, el producto y el orden. De nuevo, Santillana es la editorial que mas
utiliza la recta como modelo para sumar, restar y multiplicar.

3.1 Concepto de numero

La tabla 2 muestra los datos referidos a la frecuencia con la que aparece la recta en el
aspecto de concepto de numero desglosados por conjuntos numéricos. El porcentaje se
ha calculado con respecto a la frecuencia en el concepto de numero de cada editorial.

Concepto Frecuencia N 0 7 R
Edebé 143 de 191 48 (34 %) 51 (36 %) 34 (24 %) 10 (7%)

Santillana 157 de 265 71 (45%) 27 (17 %) 36 (23%) | 23 (15 %)
S. M. 123 de 163 16 (13 %) 50 (41 %) 31 (25%) | 26 (21 %)

Tabla 2. Frecuencia de la recta en el concepto de numero para cada conjunto numeérico

Los datos de la tabla 2 muestran que Santillana es la editorial que mas trabaja el
concepto de nimero natural en la recta. En cuanto a los racionales, tanto SM como
Edebé, destacan con porcentajes que duplican a Santillana. Para los enteros las tres
editoriales tienen un tratamiento similar. Sin embargo, no ocurre igual con los reales, ya
que Edebé tiene porcentajes inferiores a las otras dos editoriales. En definitiva, las tres
editoriales muestran diferencias entre si pero, en general, tienen poca continuidad en el
uso de la recta para el concepto de numero en los diferentes conjuntos numéricos.

A continuacion se muestra, a modo de ejemplo, para qué se usa la recta y el tipo

de representaciones sobre el concepto de numero en la editorial Santillana (ver
figura 5), aunque los resultados son similares en las otras editoriales. La recta se
utiliza principalmente para colocar (situar) nimeros, mientras que son escasas las
ocasiones en las que sirve de apoyo para estimar. En la mayoria de los casos, los
niimeros se representan con puntos y la posicion de la recta es horizontal. Llama

la atencion el hecho de que en el conjunto de los nimeros naturales hay mas
apariciones de ejes cartesianos que de rectas verticales.

Uso de la recta Representacion con puntos y

flechas

200 120
144
150 - 200 151 10

150
100 - 60
100

50 A

13 50 6 20

Vertical Horizontal Ejes

Colocar cartesianos

Estimar Puntos Flechas

Figura 5. Tipo de representaciones de la recta (editorial Santillana)

3.2 Suma y Resta
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En la tabla 3 observamos los resultados sobre el uso de la recta para representar sumas.
La recta se usa como modelo para sumar con los naturales y los enteros y, en menor
medida, con los racionales y los reales.

Aunque los datos no aparecen en la tabla, las tres editoriales coinciden en sumar
utilizando principalmente la representacion de puntos-flecha, sobre todo en la
Educacion Primaria, aunque SM y Santillana presentan representaciones de tres
flechas. En cuanto a los problemas asociados a las representaciones, es SM la que mas
estructuras diferentes utiliza: e, + v =¢7, e; +ex=e;, v+ Vv2=v, e; + c =er, pues
Edebé solo utilizae; + v =€,y v;+v;=v,y Santillanae; +v=e,y e;+e;=e.

Suma Frecuencia N 0] Z R
Edebé 24 de 191 14 0 8 2
Santillana 69 de 265 38 0 31 0
S. M. 25de 163 9 4 12 0

Tabla 3. Frecuencia de la suma en la recta por conjuntos numeéricos

Observamos en la tabla 4 que la frecuencia de la recta para restar es mucho menor
que para la suma.

Resta Frecuencia N Q Z R
Edebé 4 de 191 4 0 0 0
Santillana 19 de 265 17 0 2 0
S. M. 7 de 163 0 4 3 0

Tabla 4. Frecuencia de la resta en la recta por conjuntos numéricos

Edebé¢ y Santillana coinciden en restar en la recta nimeros naturales, aunque Santillana
también resta enteros. Sin embargo, SM resta en la recta fracciones y enteros. Es decir,
existe discontinuidad en el uso de la recta para explicar la resta segin los conjuntos
numeéricos.

Las tres editoriales mantienen coherencia con respecto a la suma en cuanto al uso de las
representaciones, ya que Edebé y Santillana utilizan como unica representacion, puntos-
flecha y SM ademés de ésta, usa la representacion de tres flechas.

3.3 Producto

Las tres editoriales emplean la recta para trabajar el producto, pero con baja
frecuencia. Edebé solo para los nimeros naturales, mientras que SM y Santillana
para los nimeros naturales y los nimeros enteros.

Producto Frecuencia N Z
Edebé 2de 191 2 0
Santillana 7 de 265 6 1
S. M. 6 de 163 5 1

Tabla 5. Frecuencia del producto en la recta por conjuntos numéricos

Las tres editoriales coinciden en usar la representacion de sumas reiteradas para el
producto, es decir, que no aparece en ningun caso el producto cartesiano. En cuanto a
los problemas asociados a dichas representaciones, la estructura predominante es la de
razon, aunque SM también utiliza la de comparacion. Edebé, sin embargo, no utiliza
problemas y los productos aparecen en rectas descontextualizadas.
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3.4 Orden

La tabla 6 indica que no hay continuidad en ninguna editorial para el uso de la
recta como apoyo para ordenar. Edebé destaca por ordenar en la recta con todos
los conjuntos numéricos, Santillana no ordena reales y SM so6lo ordena en la recta
enteros.

Orden Frecuencia N @) Z R
Edebé 23 de 191 6 5 11 1
Santillana 13 de 265 4 2 7 0
S. M. 2de 163 0 0 2 0

Tabla 6. Frecuencia del uso de la recta para ordenar por conjuntos numéricos

Las tres editoriales coinciden en ordenar con rectas horizontales. Por otro lado,
Edebé y SM ordenan en la recta sin asociarla a ningin contexto, mientras que
Santillana si lo hace en diferentes cursos.

4. Conclusiones

El estudio realizado en las tres editoriales nos permite concluir que no hay continuidad
en el tratamiento de la recta a lo largo de la educacion obligatoria. Una razon de esto
puede ser que los autores de los libros de texto son diferentes en los distintos cursos.
También observamos que no hay coherencia en el uso de la recta al trabajar los distintos
conjuntos numéricos con respecto a una misma operacion y entre las operaciones.

En las rectas utilizadas dominan las horizontales frente a las verticales y observamos
que no se tiene en cuenta el poco uso de la recta vertical para iniciar las
representaciones con ejes cartesianos. En general, la recta se presenta contextualizada,
especialmente en el momento de introducir cada conjunto numérico y sus operaciones.
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